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Aufgabe 1.1. Beschreibe die reellen Lösungen der folgenden Gleichungssysteme.

(1.1.1)

{
3x + y = 1

2x− y = 1
(1.1.2)

{
2x + 6y = 1

x + 3y = 1
(1.1.3)

{−7x + 3y = 1

21x− 9y = −3

Aufgabe 1.2. Beschreibe die reellen Lösungen der folgenden Gleichungssysteme.

(1.2.1)






4x + 5y + z = 0

2x + 3y + z = 0

3x + 4y + z = 0

(1.2.2)






8x + 10y + 2z = 8

4x + 6y + 2z = 4

3x + 4y + z = 3

(1.2.3)






4x + 5y + z = 4

2x + 3y + z = 3

6x + 8y + 2z = 4

Aufgabe 1.3. Beschreibe die reellen Lösungen (x, y) des Gleichungssystems
{

tx− 4x + 7y = 7

x + ty + 2y = −1 .

in Abhängigkeit von dem Parameter t ∈ R.

Aufgabe 1.4. Betrachte das Gleichungssystem





x1 + 3x2 − x3 + x5 = a

2x1 − 2x2 + x4 − x5 = b

x1 + 2x3 + 2x4 + 4x5 = c

5x2 + x3 + x4 + 6x5 = d .

Welche Bedingungen müssen die reellen Zahlen a, b, c und d erfüllen, damit dieses System min-
destens eine reelle Lösung (x1, . . . , x5) hat? Bestimme alle reellen Lösungen, wenn (a, b, c, d) =
(1, 2,−1, 1) und wenn (a, b, c, d) = (−8, 9, 12,−5).

Aufgabe 1.5. Betrachte das Gleichungssystem





(e− 1)x + ey + ez = 0

fx + (f − 1)y + fz = 0

gx + gy + (g − 1)z = 0 .

Welche Bedingungen müssen die reellen Zahlen e, f , und g erfüllen, damit dieses System mehr
als eine reelle Lösung (x, y, z) hat?

Bitte lesen Sie die Information zum Übungsbetrieb auf der Rückseite.

∗Abgabe : Dienstag 23.10.2007, vor der Vorlesung.
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Information zum Übungsbetrieb

Einteilung in die Übungsgruppen. Im Anschluß an die Vorlesung am heutigen Dienstag,
den 16. 10. 2007 werden im Vorraum des Hörsaals Listen ausgehängt, auf denen Sie die folgen-
den Informationen finden: Nummer der Übungsgruppe, Name des Übungsgruppenleiters, Zeit
und Ort, zu denen sich die Übungsgruppe trifft. Bitte tragen Sie sich in eine der Listen ein.
Verwenden Sie nicht mehr als die vorgesehenen Zeilen, anderenfalls müssen wir Sie willkürlich in
nicht gefüllte Übungsgruppen einteilen. Bitte merken Sie sich die Nummer Ihrer Übungsgruppe
sowie Zeit und Ort. Aus der folgenden Tabelle können Sie sich die Übungsgruppen, die Ihnen
zeitlich am besten passen, aussuchen.

Montag Dienstag Mittwoch Donnerstag Freitag
08-10 8, 9, 10, 11 4, 7, 12
10-12 6
12-14 1 7 12 2, 3, 5 6, 8, 10
14-16 2, 3, 4 1 9, 11
16-18 5

Die Übungsgruppen beginnen jeweils mit dem zweiten Termin in der ersten Semesterwoche.
Wir raten Ihnen, die Übungen regelmäßig zu besuchen, dort werden die Übungsaufgaben be-
sprochen und Fragen zur Vorlesung und zu den Übungen beantwortet.

Übungsaufgaben. Jeweils freitags um 16 Uhr auf der Veranstaltungshomepage (siehe unten)
liegt ein neues Blatt zum Herunterladen, das Sie innerhalb der darauffolgenden Woche bear-
beiten sollen. Voraussichtlich gibt es für jedes Aufgabenblatt 20 Punkte, die sich gleichmäßig
auf die Aufgaben verteilen. Dienstags vor der Vorlesung werden Mappen im Hörsaal ausliegen,
eine für jede Übungsgruppe. Legen Sie bitte Ihre Lösungen der Aufgaben der Vorwoche in die
Mappe Ihrer Gruppe. Vergessen Sie nicht, Ihre Lösungen mit

• Ihrem Namen und Vornamen,
• der Nummer Ihrer Übungsgruppe und dem Namen des Übungsgruppenleiters

zu beschriften und geben Sie Ihre Lösungen pünktlich zum angegebenen Termin ab. Es dürfen
bis zu drei Teilnehmer aus derselben Übungsgruppe gemeinsam abgeben. Es können nur hand-
schriftliche Lösungen akzeptiert werden. Die Lösungen werden dann von Ihrem Übungsgrup-
penleiter korrigiert und in der Übungsgruppe zurückgegeben.

Homepage. Die Homepage der Veranstaltung finden Sie unter

http://www.math.uni-bonn.de/people/ausoni/la1-ws07.html

Dort steht Information zu den folgenden Themen :

• Übungsbetrieb und Übungsgruppen.
• Voraussetzungen für die Zulassung zur Klausur.
• Termine für die Probeklausur, die Klausur und die Nachklausur.
• Literatur.
• Sprechstunde und Kontakt.

Außerdem finden Sie auf dieser Homepage jeden Freitag ab 16 Uhr ein neues Übungsblatt zum
Herunterladen.

Wir wünschen Ihnen viel Erfolg im Studium !
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Aufgabe 2.1. Betrachte das Gleichungssystem





x1 + ax2 + a2x3 + a3x4 =
√

3

x1 + bx2 + b2x3 + b3x4 =
√

33

x1 + cx2 + c2x3 + c3x4 =
√

333

x1 + dx2 + d2x3 + d3x4 =
√

3333 .

(a) Welche Bedingungen müssen die reellen Zahlen a, b, c und d erfüllen, damit dieses
System genau eine reelle Lösung (x1, . . . , x4) hat ?

(b) Kann man a, b, c, d ∈ R wählen, so dass dieses System mehr als eine Lösung hat ?

Hinweis : Es sind a2 − b2 und a3 − b3 durch a− b teilbar.

Definition. Eine binäre Operation auf eine Menge S ist eine Abbildung

S × S
∗→ S

(a, b) &→ a ∗ b .

Solch eine Operation ∗ auf S heißt assoziativ, falls die Gleichung

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c

für alle a, b, c ∈ S gilt. Die Operation ist kommutativ, falls die Gleichung

a ∗ b = b ∗ a

für alle a, b ∈ S gilt. Ein Element e ∈ S heißt neutral, falls

a ∗ e = a = e ∗ a

für alle a ∈ S gilt. Ein Element b ∈ S ist ein Inverse von a ∈ S, falls

a ∗ b = e = b ∗ a

mit e neutral gilt.

Aufgabe 2.2. Sei S eine Menge mit einer binären Operation ∗. Zeige :

(a) Falls e, e′ ∈ S neutral sind, dann gilt e = e′.
(b) Falls ∗ assoziativ ist, dann gelten

((a ∗ b) ∗ c) ∗ d = a ∗ (b ∗ (c ∗ d))

(((a ∗ b) ∗ c) ∗ d) ∗ f = a ∗ ((b ∗ c) ∗ (d ∗ f))

für beliebige a, b, c, d, f ∈ S.
(c) Falls ∗ assoziativ ist, und b, c ∈ S beide Inverse von a ∈ S sind, dann gilt b = c.

Fortsetzung auf der Rückseite

∗Abgabe : Dienstag 30.10.2007, vor der Vorlesung.
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Aufgabe 2.3. Sei S = {a, b} eine Menge mit zwei Elementen.

(a) Finde eine kommutative, nicht assoziative binäre Operation auf S.
(b) Finde eine assoziative, nicht kommutative binäre Operation auf S.

Aufgabe 2.4. Sei S eine Menge mit einer binärer Operation ! .

(a) Gegeben sei a, b, c, d " S. Wieviele Arten gibt es, zwei Paare von Klammern in ein
mehrfaches Produkt a ! b ! c ! d einzusetzen, damit es in S wohldefiniert ist ?

(b) Nehmen wir an, S hat ein neutrales Element e. Beweise, dass die Operation ! genau
dann assoziativ und kommutativ ist, wenn die Gleichung

(a ! b) ! (c ! d) = (a ! c) ! (b ! d)

für beliebige a, b, c, d " S gilt.

Aufgabe 2.5. Sei S = {a, b, c} eine Menge mit drei Elementen.

(a) Wieviele verschiedene binäre Operationen gibt es auf S ?
(b) Wieviele davon sind kommutativ ?
(c) Beschreibe alle verschiedenen binären Operationen auf S, die kommutativ und assoziativ

sind, mit e = c als neutralem Element.
Hinweis: Solch eine Operation ! auf S kann man durch ihre Multiplikationstafel dar-
stellen :

! e a b
e ? ? ?
a ? ? ?
b ? ? ?
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DeÞnition. Eine Gruppe (G, ∗) besteht aus einer Menge G und einer assoziativen binären
Operation ∗ : G×G → G mit neutralem Element, so dass jedes Element aus G ein Inverses hat.
Eine Abbildung f : G → H zwischen zwei Gruppen (G, ∗) und (H, !) ist ein Homomorphismus
(von Gruppen), falls

f(x ∗ y) = f(x) ! f(y)

für alle x, y ∈ G gilt. Ein Homomorphismus von Gruppen f : G → H ist ein Isomorphismus
(von Gruppen), falls es eine Abbildung g : H → G gibt, so dass

g(f(x)) = x und f(g(y)) = y

für alle x ∈ G und alle y ∈ H gilt. Zwei Gruppen (G, ∗) und (H, !) sind isomorph(zu einander),
falls es einen Isomorphismus f : G → H gibt.

Aufgabe 3.1. Gegeben seien zwei Gruppen (G, ∗) und (H, !) und ein Homomorphismus von
Gruppen f : G → H.

(a) Es seien e ∈ G und e! ∈ H die neutralen Elemente. Beweise, dass f(e) = e!.
(b) Falls y ∈ G das Inverse von x in G ist, zeige, dass f(y) das Inverse von f(x) in H ist.
(c) Falls f ein Isomorphismus ist, zeige, dass es eine einzige Abbildung g : H → G mit

g(f(x)) = x und f(g(y)) = y für alle x ∈ G und alle y ∈ H gibt (man notiert sie
g = f " 1 und nennt sie die Umkehrabbildungvon f).

(d) Falls f ein Isomorphismus ist, zeige, dass dann auch f " 1 ein Isomorphismus von Gruppen
ist.

Aufgabe 3.2. Es seien zwei binäre Operation ∗ und ! auf G = {e, a, b, c} durch ihre Multipli-
kationstafeln gegeben :

∗ e a b c
e e a b c
a a b c e
b b c e a
c c e a b

! e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

(a) Beweise, dass (G, ∗) und (G, !) kommutative Gruppen sind.
(b) Beweise, dass (G, ∗) und (G, !) nicht isomorph sind.
(c) Beweise, dass jede Gruppe mit 4 Elementen entweder zu (G, ∗) oder zu (G, !) iso-

morph ist.

Fortsetzung auf der Rückseite

! Abgabe : Dienstag 06.11.2007, vor der Vorlesung.
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Aufgabe 3.3. Finde einen Körper k = {0, 1, a, b} mit 4 Elementen, und beschreibe ihn durch
die Tafeln der Addition und der Multiplikation.

Aufgabe 3.4. Es sei (F2 = {0, 1}, +, ·) der Primkörper mit zwei Elementen. Auf der Menge
! = F2 × F2 × F2 definiert man eine Addition durch

(a, b, c) + (x, y, z) = (a + x, b+ y, c+ z)

und eine Multiplikation durch

(a, b, c)(x, y, z) = (ax + bz+ cy, ay+ bx+ bz+ cy + cz, az+ cx + by+ cz),

für alle (a, b, c) und (x, y, z) in !. Beweise, dass (!, +, ·) ein Körper mit 8 Elementen ist.

Hinweis : Es sei u = (1, 1, 1) ∈ !. Zeige und benutze, dass ! ! {0} = {u, u2, u3, u4, u5, u6, u7}.

Aufgabe 3.5. In dieser Aufgabe betrachten wir Gleichungssysteme mit Koeffizienten in end-
lichen Körpern.

(a) Es sei F7 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} der Primkörper mit 7 Elementen. Finde alle Lösungen

(x1, x2, x3, x4) ∈ (F7)
4

des Gleichungssystems
!
"""#

"""$

2x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 1

x1 + 2x2 + x4 = 2

3x1 + 3x2 + 2x3 + 4x4 = 3

2x1 + 4x2 + 4x4 = 4 .

(b) Es sei k = {0, 1, a, b} der Körper aus der Aufgabe 3.3. Beschreibe die Lösungen

(x, y) ∈ k2

des Gleichungssystems %
x + ay = b

ax + by = 1 .
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Aufgabe 4.1. Sei G eine Gruppe, in der jedes Element invers zu sich selbst ist. Zeige, dass G
kommutativ ist.

Aufgabe 4.2. Sei α = 3
√

2 ∈ R, und sei Q(α) = {a + bα + cα2 | a, b, c∈ Q} ⊂ R. Zeige, dass
Q(α) ein Teilkörper von R ist.

Aufgabe 4.3. Sei K ein Körper und sei V ein K -Vektorraum. Wir bezeichnen mit 〈S〉 die
lineare Hülle einer Teilmenge S von V , also

〈S〉 =
{ n∑

i=1

kisi | n ∈ N, ki ∈ K, s i ∈ S
}
⊂ V .

Zeige, dass die Gleichung von Teilräumen

〈S ∪ T〉 = 〈S〉+ 〈T〉
für beliebige Teilmengen S, T ⊂ V gilt.

Aufgabe 4.4. Sei X eine Menge, und sei RX die Menge aller Abbildungen von X nach R.

(a) Beweise, dass RX ein R-Vektorraum ist, wobei die Addition und die R-Wirkung durch

(af + bg)(x) = a(f (x)) + b(g(x))

in R für alle f, g ∈ RX , alle a, b∈ R und alle x ∈ X definiert sind.
(b) Bestimme, welche der folgenden Teilmengen von RR auch Teilräume sind :

A = {f ∈ RR | f stetig}
B = {f ∈ RR | f (0) = 0}
C = {f ∈ RR | f (1) = 1}

D = {f ∈ RR | f beschränkt}
E = {f ∈ RR | f monoton wachsend}
F = {f ∈ RR | f (x + 1) = f (x) für alle x ∈ R}.

Aufgabe 4.5. Seien A, B und C Teilräume eines Vektorraumes V .

(a) Zeige, dass, falls C ⊂ A, die folgende Gleichung von Teilräumen gilt :

A ∩ (B + C) = (A ∩ B ) + C .

(b) Prüfe, ob die Verteilungsgesetze
(i) A ∩ (B + C) = (A ∩ B ) + (A ∩ C),
(ii) A + (B ∩ C) = (A + B ) ∩ (A + C)
allgemein gelten.

! Abgabe : Dienstag 13.11.2007, vor der Vorlesung.
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Aufgabe 5.1. Zeige, dass die Kommutativität der Addition aus den übrigen Axiomen für einen
Vektorraum folgt.

Aufgabe 5.2. Gegeben seien die folgenden Mengen von Spaltenvektoren :

M1 =









4
2
1



 ,




2
6
3



 ,




3
2
1








 , M2 =









1
0
0



 ,




0
1
0



 ,




1
0
1



 ,




0
1
1








 ,

M3 =









3
5
4



 ,




2
5
3



 ,




1
6
5








 , M4 =









4
1
4



 ,




5
2
4



 ,




3
1
4








 .

(a) Man fasse M1, M2, M3 und M4 als Untermengen von Q3 auf. Welche der Mengen Mi

sind linear abhängig ?
(b) Man fasse M1, M2, M3 und M4 als Untermengen von (F7)3 auf, wobei F7 der Primkörper

mit sieben Elementen ist. Welche der Mengen Mi sind linear abhängig ?

Aufgabe 5.3. Sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum. Beweise die folgenden Aussagen :

(a) Seien u, v ∈ V ! {0}. Dann ist die Untermenge

{u, u− v, u + v} ⊂ V

linear abhängig, wenn Char(K) $= 2 (also wenn 1 + 1 $= 0 in K).
(b) Es sei {u1, . . . , un} ein linear unabhängiges System von Vektoren in V . Für

u =
∑n

i=1 aiui ∈ V

ist das System {u1−u, u2−u, . . . , un−u} genau dann linear abhängig, wenn
∑n

i=1 ai = 1.

Aufgabe 5.4. Sei K ein Körper, V ein K-Vektorraum und M = {v1, . . . , vn} ⊂ V eine Teil-
menge mit 0 $∈ M . Zeige, dass M genau dann linear unabhängig ist, wenn

〈v1, . . . , vi〉 ∩ 〈vi+1, . . . , vn〉 = {0}
für alle i ∈ {1, . . . , n− 1} gilt.

Aufgabe 5.5. Sei K ein Körper und M eine unendliche Menge.

(a) Zeige, dass der K-Vektorraum KM nicht endlich erzeugt ist.
(b) Zeige, dass der K-Vektorraum K(M) nicht endlich erzeugt ist.
(c) Kann der K-Vektorraum KN ein abzählbares Erzeugendensystem besitzen ?

∗Abgabe : Dienstag 20.11.2007, vor der Vorlesung.
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Aufgabe 6.1. Seien a1 = (1, 3, 2), a2 = (−1, 0, 1), a3 = (1, 1, 0) und a4 = (1, 2, 3) in R3.

(a) Zeige, dass {a1, a2, a3, a4} ein Erzeugendensystem von R3 ist.
(b) Finde alle Untermengen von {a1, a2, a3, a4}, die eine Basis bilden.

Aufgabe 6.2. Wir betrachten die folgenden Unterräume von R4 :

L = 〈(0, 0, 1, 2), (4, 2, 1, 2), (−6,−3, 2, 4)〉 ,

M = 〈(3, 5, 5, 3), (2, 3, 3, 2), (−1, 1, 1,−1)〉 .

Finde eine Basis von L , von M , von L ∩M und von L + M , und gib die Dimension von diesen
Unterräumen an.

Aufgabe 6.3. Sei P3 = {a0 + a1x + a2x2 + a3x3 |a0, . . . , a3 ∈ R} die Menge der Polynomen
von Grad ≤ 3 mit reellen Koeffizienten.

(a) Zeige, dass P3 ein R-Vektorraum ist.
(b) Zeige, dass B1 = {1, x, x2, x3} und B2 = {1, 1 + x, (1 + x)2, (1 + x)3} Basen von P3 sind.
(c) Berechne die Koordinaten von den Vektoren u = 1 + x3, v = 1 + x2 + x3 und w = 12

bezüglich der Basis B1.
(d) Berechne die Koordinaten von den Vektoren u, v und w in P3 bezüglich der Basis B2.

Aufgabe 6.4. Es seien U1, U2, . . . , Un endlich-dimensionale Teilräume eines Vektorraumes V .
Beweise

dim(U1 + · · · + Un) =
n∑

i=1

dim(Ui)−
n∑

i=2

dim
(
(U1 + · · · + Ui−1) ∩ Ui)

)
.

Aufgabe 6.5. Es sei K ein Körper mit unendlich vielen Elementen. Zeige : K n enthält eine
unendliche Teilmenge M mit der Eigenschaft, dass je n Vektoren aus M eine Basis von K n

bilden.

∗Abgabe : Dienstag 27.11.2007, vor der Vorlesung.
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Aufgabe 7.1. Sei U ⊂ R4 der Lösungsraum des Gleichungssystems
{

x + y + z + u = 0

x + 2y + 3z + 4u = 0 .

(a) Finde eine Basis von U .
(b) Finde eine Basis eines Komplementärraumes zu U in R4.

Aufgabe 7.2. Sei V ein Vektorraum, und seien U und U ′ Teilräume von V mit V = U ∪ U ′.
Beweise : es gilt U = V oder U ′ = V .

Aufgabe 7.3. Sei p ein Primzahl, sei Fp der Primkörper mit p Elementen, und sei n ∈ N.

(a) Wie viele (geordnete) Basen von (Fp)n gibt es ?
(b) Wie viele Teilräume der Dimension 1 gibt es in (Fp)n ?
(c) Sei m ∈ N. Wie viele Teilräume der Dimension m gibt es in (Fp)n ?

Aufgabe 7.4. Sei L ein Körper, und sei K ⊂ L ein Teilkörper.

(a) Zeige, dass L ein K-Vektorraum ist, wobei die Addition und die K-Wirkung durch die
Addition und die Multiplikation im Körper L definiert sind.

(b) Sei V ⊂ L ein endlich dimensionaler K-Untervektorraum des K-Vektorraums L, mit
V $= { 0} , so dass V unter der Multiplikation in L abgeschlossen ist :

V áV = { uv ∈ L | u, v ∈ V } ⊂ V .

Zeige, dass V ein Teilkörper von L ist.
Hinweis : für x ∈ V zeige, dass xV = { xv ∈ L | v ∈ V } ein Teilraum von V ist, und
betrachte die Folge von Teilräumen

xV ⊃ x2V ⊃ x3V ⊃ . . . .

Aufgabe 7.5. Sei ω = −1+i
√

3
2 ∈ C.

(a) Zeige : ω2 + ω + 1 = 0 und ω3 = 1.
(b) Sei E = CC (die Menge aller Abbildungen C → C) als C-Vektorraum aufgefasst. Für

i = 0, 1, 2 definiert man

Ei = { f ∈ E | f(ωx) = ωif(x) für alle x ∈ C} .

Zeige, dass Ei ein Teilraum von E ist.
(c) Beweise : es gilt E = E0 ⊕ E1 ⊕ E2.

∗Abgabe : Dienstag 4.12.2007, vor der Vorlesung.
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Aufgabe 8.1. Entscheide, ob die folgenden Abbildungen K-linear sind, und finde gegebenen-
falls eine Basis ihres Kernes und ihres Bildes :

α : R3 → R2, α(x, y, z) = (x− 2y, 6y − 3x), für K = R,
β : C → C, β(z) = z̄, für K = R, C, wobei z̄ die zu z konjugierte Zahl ist,
γ : C → C, γ(z) = z − z̄, für K = R, C,
δ : C → C, δ(z) = |z|, für K = R, C, wobei |z| der Betrag von z ist,
ε : C → C, ε(z) = az + b, mit a, b ∈ C gegeben, und K = R, C,
ζ : Q2 → Q2, ζ(x, y) = (2y, x2 + 2xy + y2), für K = Q,
η : (F3)2 → (F3)3, η(x, y) = (2x + y, y − x3, x + 2y), für K = F3 .

Aufgabe 8.2. Sei f : V → W ein Isomorphismus von K-Vektorräumen, sei M ⊂ V eine
Teilmenge, und sei f(M) = {f(m) |m ∈ M} ⊂ W das Bild von M unter f .

(a) Zeige : M ist genau dann linear unabhängig, wenn f(M) linear unabhängig ist.
(b) Zeige : M ist genau dann ein Erzeugendensystem von V , wenn f(M) ein Erzeugenden-

system von W ist.
(c) Zeige : M ist genau dann eine Basis von V , wenn f(M) eine Basis von W ist.

Aufgabe 8.3. Seien f : V → U und g : V → W K-lineare Abbildungen, mit f surjektiv.

(a) Beweise, dass es genau dann eine Abbildung h : U → W mit g = h ◦ f gibt, wenn
Kern(f) ⊂ Kern(g).

(b) Zeige : falls eine Abbildung h wie in (a) existiert, dann ist sie K-linear, eindeutig, und
es gelten

Kern(h) = f
!
Kern(g)

"
und Bild(h) = Bild(g) .

DeÞnition. Sei V ein K-Vektorraum, und seien U+, U ! Teilräume von V . Wir nennen eine
lineare Abbildung α : V → V die Symmetrie bezüglich U+ entlang U ! falls Folgendes gilt :

(i) V = U+ ⊕ U ! , und
(ii) α(x) = x für alle x ∈ U+ und α(y) = −y für alle y ∈ U ! .

Aufgabe 8.4. Sei V ein K-Vektorraum, und sei α : V → V eine lineare Abbildung.

(a) Es sei Char(K) '= 2. Beweise, dass α genau dann eine Symmetrie ist, wenn α ◦α = idV .
(b) Falls Char(K) = 2, folgt aus α ◦ α = idV , dass α die Identität ist ?

Aufgabe 8.5. Sei E = RR der R-Vektorraum aller Abbildungen R → R. Für k ∈ Z definiert
man gk ∈ E durch gk(x) = cos(kx) und hk(x) ∈ E durch hk(x) = sin(kx).

(a) Zeige, dass die Teilmenge M = {gk | k ≥ 0} ⊂ E linear unabhängig ist.
(b) Zeige, dass die Teilmenge N = {h! | ( ≥ 1} ⊂ E linear unabhängig ist.
(c) Zeige, dass die Teilmenge M ∪N ⊂ E linear unabhängig ist.

∗Abgabe : Dienstag 11.12.2007, vor der Vorlesung.
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Aufgabe 9.1. Sei f : R4 → R3 die durch

f(w, x, y, z) = (w + 2x + 3y + 4z, 2w + 3x + y + 4z, 3w + x + 2y + 4z)

definierte lineare Abbildung.

(a) Gib die Matrix von f bezüglich der kanonischen Basen von R4 und R3 an.
(b) Finde Basen A von R4 und B von R3, so dass die Matrix CA

B (f) von f bezüglich A und
B die folgende Gestalt hat :

CA
B (f) =

!

"
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

#

$ .

Aufgabe 9.2. Sei C[x] die C-Algebra der Polynome in der Variable x. Sei Pn ⊂ C[x] der
Unterraum der Polynome von Grad ≤ n, also Pn = {

% n
i=0 ai xi | ai ∈ C}. Sei D : C[x] → C[x]

die Ableitung, die durch
D(

%
i≥0 ai xi ) =

%
i≥0(i + 1)ai+1xi

definiert ist (wobei fast alle ai Null sind). Für f ∈ C[x] notieren wir Hf : C[x] → C[x] die
Multiplikation mit f , also Hf (g) = fg für alle g ∈ C[x].

(a) Zeige, dass die Abbildung φ = D ◦Hx2−1 ◦D : C[x] → C[x] linear ist.
(b) Beweise : φ = 2Hx ◦D + Hx2−1 ◦D ◦D.
(c) Zeige, dass sich φ zu einer linearen Abbildung φ|P3 : P3 → P3, g &→ φ(g) einschränken

lässt. Berechne die Matrix CB
B (φ|P3) von φ|P3 bezüglich der Basis B = {1, x, x2, x3}.

Aufgabe 9.3. Sei V ein K-Vektorraum, und sei EndK (V ) = {f : V → V | f ist K-linear} der
Endomorphismenring von V . Beweise :

(a) Falls dim(V ) = 1, dann gibt es einen Isomorphismus von Ringen K ∼= EndK (V ).
(b) Falls dim(V ) > 1, dann ist EndK (V ) als Ring nicht kommutativ und er besitzt Nullteiler

(also existieren α, β ∈ EndK (V ) mit α (= 0 (= β und α ◦ β = 0).

Aufgabe 9.4. Seien U , V und W endlichdimensionale Vektorräume. Seien f : U → V und
g : V → W lineare Abbildungen. Zeige :

(a) Rang(g ◦ f) ≤ Rang(g),
(b) Rang(g ◦ f) ≤ Rang(f),
(c) Rang(g ◦ f) ≥ Rang(g) + Rang(f)− dim(V ).

Aufgabe 9.5. Sei α : V → W eine K-lineare Abbildung. Wir nennen eine K-lineare Abbildung
β : W → V ein verallgemeinertes Inverses zu α, falls es α ◦ β ◦ α = α und β ◦ α ◦ β = β gelten.
Beweise :

(a) Falls α ein Isomorphismus ist, dann ist α−1 das einzige verallgemeinerte Inverse zu α.
(b) Falls β ein verallgemeinertes Inverses zu α ist, dann gelten V = Kern(α)⊕Bild(β) und

W = Kern(β)⊕ Bild(α).
(c) Falls W endlichdimensional ist, dann existiert ein verallgemeinertes Inverses zu α.

! Abgabe : Dienstag 18.12.2007, vor der Vorlesung.



http://www.math.uni-bonn.de/people/ausoni/la1-ws07.html Prof. St. Schwede

Wintersemester 2007/08 Dr. Ch. Ausoni
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Aufgabe 10.1. Sei A =

!
1 2
0 1

"
∈ M2(R), und sei f : M2(R) → M2(R) die Abbildung, die

durch f(X) = AX −XA definiert ist.

(a) Zeige, dass f R-linear ist.
(b) Bestimme eine Basis von Kern(f) und Bild(f).
(c) Wähle eine Basis B von M2(R), und berechne die Matrix CB(f) von f bezüglich der

Basis B.

Definition. Seien K ein Körper und A eine K-Algebra mit Einheit 1. Eine Teilmenge B ⊂ A
ist eine Unteralgebra von A, falls B ein Teilraum von A mit 1 ∈ B ist, der unter dem Produkt
in A abgeschlossen ist (also vw ∈ B falls v, w ∈ B). Ein Algebra-Automorphismus von A ist
ein Isomrphismus f : A → A von K-Vektorräumen, mit f(1) = 1 und f(vw) = f(v)f(w) für
alle v, w ∈ A.

Aufgabe 10.2. Entscheide, ob die folgenden Teilmengen der K-Algebra Mn(K) Unteralgebren
sind :

R = {(aij) ∈Mn(K) | aij = 0 falls i + j ungerade ist} ,

S = {(aij) ∈Mn(K) | aij = 0 falls i = j} ,

T = {(aij) ∈Mn(K) | aij = 0 falls i > j} ,

D = {(aij) ∈Mn(K) | aij = 0 falls i %= j} .

Aufgabe 10.3. Sei Spur : Mn(K) → K die Spurabbildung, die durch (aij) &→
# n

k=1 akk

definiert ist.

(a) Beweise, dass die Spurabbildung K-linear ist, und finde eine Basis von Kern(Spur).
(b) Zeige : für A, B ∈Mn(K) gilt Spur(AB) = Spur(BA).

Aufgabe 10.4. Sei f ∈ HomK(Km,n, K). Zeige : Es existiert eine eindeutig bestimmte Matrix
F ∈ Kn,m, so dass f(X) = Spur(FX) für alle X ∈ Km,n.

Aufgabe 10.5. Sei N =

$!
x y
0 x

"
|x, y

%
⊂M2(R).

(a) Beweise, dass N eine Unteralgebra der R-Algebra M2(R) ist.
(b) Beschreibe alle Algebra-Automorphismen der R-Algebren C, R×R, und N (wobei das

Produkt von R× R komponentenweise definiert ist, also (a, b)(x, y) = (ax, by)).
(c) Beweise, dass jede 2-dimensionale R-Algebra zu genau einer der R-Algebren C, R× R,

oder N isomorph ist.

Wir wünschen Euch schöne Feiertage und einen guten Rutsch ins 2008 !

∗Abgabe : Dienstag 08.01.2008, vor der Vorlesung.
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Aufgabe 11.1. Sei K ein Körper, n ≥ 2, 1 ≤ k, l ≤ n und ekl = (ekl
ij ) ∈ Mn(K), wobei der

Koeffizient ekl
ij ∈ K durch

ekl
ij =

{
1 falls i = k und j = l,

0 sonst

definiert ist. Also ist ekl die Matrix, deren (k, l)-Koeffizient 1 ist und alle anderen 0 sind. Für
λ ∈ K und k $= l, sei Ekl(λ) = 1 + λekl ∈Mn(K).

(a) Zeige : Ekl(λ)Ekl(µ) = Ekl(λ + µ) für k $= l. Für welche λ ∈ K ist Ekl(λ) invertierbar ?
(b) Zeige, dass Eij(λ) = Eik(λ)Ekj(1)Eik(−λ)Ekj(−1) falls i $= j $= k $= i.
(c) Sei A ∈ Km,n und B ∈ Kn,p, für m, p ≥ 1. Beschreibe AEkl(λ) und Ekl(λ)B.

Definition. Seien k $= l. Eine Matrix der Form Ekl(λ) ∈Mn(K) heißt eine Elementarmatrix.

Aufgabe 11.2. Sei

A =




i −1 1

i− 1 −1 i + 1
i + 1 i− 1 1− 2i



 ∈M3(C) .

Zeige, dass A invertierbar ist und berechne A−1.

Aufgabe 11.3. Seien

A =




0 2 1 1
−1 3 1 2
2 4 3 1



 und B =




2 −1 3 4
−1 1 −2 −3
5 1 4 3



 ∈ Q3,4 .

Zeige, dass A und B äquivalent sind, und finde invertierbare Matrizen P und Q mit A = PBQ.

Aufgabe 11.4. Seien V und W K-Vektorräume und seien V1, V2 ⊂ V und W1, W2 ⊂ W
Teilräume mit V = V1 ⊕ V2 und W = W1 ⊕ W2. Ferner, sei f : V → W eine K-lineare
Abbildung.

(a) Zeige : Es existieren eindeutige K-lineare Abbildungen fji : Vi → Wj mit 1 ≤ i, j ≤ 2, so
dass für v1 ∈ V1 und v2 ∈ V2 gilt f(v1 + v2) =

(
f11(v1) + f12(v2)

)
+

(
f21(v1) + f22(v2)

)
∈

W1 ⊕W2. Man schreibt dann f =

(
f11 f12

f21 f22

)
.

(b) Sei B = {b1, . . . , bn} eine Basis von V , wobei B1 = {b1, . . . , bk} und B2 = {bk+1, . . . , bn}
Basen von V1, bzw.V2 sind. Ebenso, sei C = {c1, . . . , cm} eine Basis von W , wobei
C1 = {c1, . . . , cl} und C2 = {cl+1, . . . , cm} Basen von W1, bzw.W2 sind. Zeige, dass

CB
C (f) =

(
CB1

C1
(f11) CB2

C1
(f12)

CB1
C2

(f21) CB2
C2

(f22)

)
.

Aufgabe 11.5. Seien m, n, p ≥ 1 und A ∈ Kp,n mit Rang(A) = r. Berechne den Rang der
K-linearen Abbildung ψA : Km,p → Km,n mit ψA(X) = XA für X ∈ Km,p.

∗Abgabe : Dienstag 15.01.2008, vor der Vorlesung.
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Blatt 12∗, 11.01.2008

Aufgabe 12.1. Sei Z[i] die Menge der ganzen Gauß’schen Zahlen, also

Z[i] = { a + bi ∈ C | a, b ∈ Z} ⊂ C.

(a) Beweise, dass Z[i] ein Teilring von C ist.
(b) Sei Z[i]! ⊂ Z[i] die Einheitsgruppe. Beweise, dass Z[i]! = { 1,−1, i,−i} .
(c) Seien (G, ∗) und (G, !) die Gruppen mit vier Elementen aus der Übung 3.2. Zu welcher

dieser Gruppen ist Z[i]! isomorph ?

Aufgabe 12.2. Sei K ein Körper und µ : Mn(K) → K eine Funktion, die verträglich mit den
Produkten ist, also µ(XY ) = µ(X)µ(Y ). Ferner nehmen wir an, dass µ weder konstant gleich 0
noch konstant gleich 1 ist. Zeige: µ(A) ist genau dann gleich Null, wenn A singulär (also nicht
invertierbar) ist.

Aufgabe 12.3. Sei K ein Körper und n ≥ 2. Eine Matrix A = (aij ) ∈ Mn(K) ist eine
Diagonalmatrix, falls aij = 0 für alle i '= j. Man schreibt dann A = diag(a11, . . . , ann ).

(a) Zeige, dass für i '= j die Elementarmatrix E ij (1) ∈ Mn(K) nicht zu einer Diagonalmatrix
ähnlich ist.

(b) Seien λ1, . . . ,λn , µ1, . . . , µn ∈ K. Zeige, dass die zwei Diagonalmatrizen diag(λ1, . . . ,λn)
und diag(µ1, . . . , µn) genau dann ähnlich sind, wenn es eine Bijektion σ : { 1, . . . , n} →
{ 1, . . . , n} gibt, so dass λi = µσ(i ) für alle 1 ≤ i ≤ n.

Aufgabe 12.4. Sei K ein Körper und n ≥ 2. Für A = (aij ) ∈ Mn(K) bezeichnen wir mit tA
die zu A transponierte Matrix, also tA = (bij ) mit bij = aji . Untersuche, welche der folgenden
Teilmengen von GLn(K) Untergruppen sind :

D = { (aij ) ∈ GLn(K) | aij = 0 für alle i '= j} ,

D" = D ∪ { (aij ) ∈ GLn(K) | aij = 0 für alle i '= n− j + 1} ,

G = { (aij ) ∈ GLn(K) | aii = 1 für alle i} ,

O = { A ∈ GLn(K) | A átA = 1} .

Sei nun K = Q. Ist Mn(Z)∩GLn(Q) = { (aij ) ∈ GLn(Q) | aij ∈ Z für alle i, j} eine Untergruppe
von GLn(Q) ?

Aufgabe 12.5. Sei K ein Körper, n ≥ 1, und für 1 ≤ i ≤ n sei si : Mn(K) → K durch

si (A) =
n!

j =1

aij falls A = (aij )

definiert. Sei Bn(K) = { A ∈ Mn(K) | s1(A) = á á á= sn(A)} ⊂ Mn(K).

(a) Zeige, dass Bn(K) eine Unteralgebra von Mn(K) ist.
(b) Beweise, dass s1 : Bn(K) → K ein Homomorphismus von K-Algebren ist.
(c) Berechne die Dimension von Bn(K) als K-Vektorraum.

∗Abgabe : Dienstag 22.01.2008, vor der Vorlesung.
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Aufgabe 13.1. Entscheide, ob die folgenden Matrizen invertierbar sind, und berechne gege-
benenfalls deren Inverse :

A =

!

"
"
#

2 1 0 0
1 2 1 0
0 1 2 1
0 0 1 2

$

%
%
& ! M4(Q), B =

!

"
"
#

1 0 ξ 0
0 1 0 0

" 1 0 1 ξ
1 0 0 1

$

%
%
& ! M4(C), C =

!

#
1 2 3
2 1 2
3 2 1

$

& ! M3(F11),

wobei ξ = e
2πi
3 = 1

2(" 1 + i
#

3) ! C.

Aufgabe 13.2. Sei K ein Körper, m,n $ 1 und A ! Km,n, mit Rang(A) = r. Beweise : es
existieren B ! Km,r und C ! Kr,n mit Rang(B) = Rang(C) = r und A = B · C.

Aufgabe 13.3. Sei n $ 2, und für A ! Mn(K) sei tA die zu A transponierte Matrix. Sei
En(K) die Untergruppe von GLn(K), die von elementaren Matrizen erzeugt wird. Für d ! K,
sei Dn(d) = diag(1, . . . , 1, d) ! Mn(K).

(a) Zeige : für A, B ! Mn(K) gilt t(A · B) = tB · tA.
(b) Nehmen wir an, dass man jede Matrix A ! GLn(K) als Produkt A = S · Dn(d) mit

S ! En(K) und d ! K× zerlegen kann. Zeige : jede Matrix A ! GLn(K) kann man als
Produkt A = Dn(d) · T mit T ! En(K) und d ! K× zerlegen.

Aufgabe 13.4. Sei n $ 2 und B ! Mn(K). Sei

C(B) = {A ! Mn(K) |AB = BA} % Mn(K).

(a) Zeige, dass C(B) eine Unteralgebra von Mn(K) ist.
(b) Seien a1, . . . , an ! K gegeben. Berechne die Dimension von C(B) als K-Vektorraum im

Fall B = diag(a1, . . . , an).

Aufgabe 13.5. Sei n $ 1, und seien

T+
n (K) = {(aij) ! Mn(K) | aij = 0 falls i > j} ,

T−n (K) = {(aij) ! Mn(K) | aij = 0 falls i < j} .

(a) Zeige, dass T+
n (K) und T−n (K) Unteralgebren von Mn(K) sind.

(b) Beweise, dass T+
n (K) und T−n (K) als K-Algebren isomorph sind.

Definition. Die Algebra T+
n (K) (bzw. T−n (K)) heißt die Algebra der n & n oberen Dreiecks-

matrizen (bzw. der n & n unteren Dreiecksmatrizen) mit Koeffizienten in K.

∗Abgabe : Dienstag 29.01.2008, vor der Vorlesung.
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Blatt 14∗, 24.01.2008

Aufgabe 14.1. Berechne die Determinante der folgenden Matrizen :

A =





2 1 5 6 3
3 2 4 6 1
2 1 4 6 4
3 2 4 5 2
2 1 5 6 4




∈ M 5(F7), B =





−8 −7 −6 −5
−4 −3 −2 −1
1 2 3 4
5 6 7 8



 ∈ M 4(Q).

Aufgabe 14.2. Sein ≥ 1 und An = ( aij) ∈ Mn(R) mit aij = |i − j | + 1. Berechne det(An).

Aufgabe 14.3. SeiK ein K¬orper, n ≥ 1 und SeiN = ( nij) ∈ Mn(K ) mit

nij =

{
1 falls i + 1 = j,
0 sonst.

Sei 1n ∈ Mn(K ) die Einheitsmatrix. Berechne det(Bn), wobei Bn = 1n + N + tN .

Aufgabe 14.4. Seiφ : GLn(K ) → K × ein Homomorphismus von Gruppen. Zeige : Es existiert
ein Homomorphismus von Gruppenη : K × → K ×, so dassφ(A) = η(det(A)) f ¬ur alle A ∈
GLn(K ).

Aufgabe 14.5. Seiψ : GLn(C) → C× ein Homomorphismus von Gruppen, so dassψ(γ1n) = γn

f¬ur alle γ ∈ C× gilt, wobei 1n ∈ GLn(C) die Einheitsmatrix ist.
(a) Beweise :ψ(A) = det( A) f¬ur alle A ∈ GLn(C).
(b) Gilt dies noch, wenn manC mit R ersetzt ?

Hinweise zur Klausur am 8. Februar 2008

¬Uber die Zulassung zur Klausur informiert das Serviceb¬uro durch Aushang (vor dem Ser-
viceb¬uro und im Glaskasten vor dem Gro§en H¬orsaal).

Die Klausur Þndet am 8. Februar 2008 von 10 Uhr (s.t.) bis 12 Uhr im Wolfgang-Paul-H¬orsaal
statt. Bitte Þnden Sie sich 10 Minuten vor Beginn der Klausur vor Ort ein.

Mitzubringen sind Stifte (blau oder schwarz, kein Bleistift) und derPersonalausweis oder
Reisepass. Jacken und Taschen d¬urfen nicht mit in den H¬orsaal genommen werden; wir werden
f¬ur eine Aufsicht im Foyer sorgen.Nicht zugelassen sind Hilfsmittel wie Lehrb¬ucher, Vor-
lesungsmitschriften, Notizen und Taschenrechner sowie Mobiltelefone. Das Mitf¬uhren eines nicht
zugelassenen Gegenstands gilt als Betrugsversuch, unabh¬angig davon, ob dieser benutzt wurde
oder nicht.

Die Klausurergebnisse werden vom Serviceb¬uro durch Aushang (vor dem Serviceb¬uro und
im Glaskasten vor dem Gro§en H¬orsaal) bekannt gegeben.

Diese Regeln gelten sinngem¬a§ auch f¬ur die Nachklausur, die am Freitag, den 28. M¬arz
2008, von 10:00 - 12:00 stattÞnden wird.

∗Abgabe : Freitag (!) 01.02.2008, vor der Vorlesung.


