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Analysis I
1. Ubungsblatt

Zum Ablauf des Ubungsbetriebs:

Die Ubungen beginnen am 22., 23. und 24. Oktober.

Die Ubungsblitter werden immer donnerstags in der Vorlesung aus-
gegeben und sind auch auf der Webseite der Vorlesung
http://euler.iam.uni-bonn.de/ kurzke/anal zu finden.

Abgabe: donnerstags und freitags in den Ubungen.
Die Losungen sollen handschriftlich abgegeben werden.

Sie konnen in Zweiergruppen abgeben; dabei sollte jedes Gruppenmit-
glied erkennbar mindestens eine der Losungen aufgeschrieben haben.

Fiir die Klausurzulassung miissen Sie 50% der Ubungspunkte erreichen
und zwei Aufgaben vorrechnen.

Aufgaben oder Aufgabenteile, die mit einem Stern (*) versehen sind,
miissen nicht bearbeitet werden und geben keine Punkte.

Aufgabe 1 (4 Punkte).
Sei k € N mit & > 2. Zeigen Sie: Es gibt kein z € Q mit 2* = 2 (also

V2¢ Q).

Aufgabe 2 (6 Punkte).
Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion: Fiir alle n € N ist

und

= 1
Dok = o+ 1)
k=1

Abgabe: Do/Fr 25./26. 10. in den Ubungen
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Aufgabe 3 (4 Punkte).
Zeigen Sie: Falls x irrational ist und a, b, ¢, d rationale Zahlen mit ad # bc
sind, so ist

_ar+b

Z_
cr +d

ebenfalls irrational.

Aufgabe 4 (6 Punkte).
Zeigen Sie:

(a) Fiir a,b>0ist 2 +2>2.

(b) Seien ay,...,a, > 0. Dann gilt:

(&) (53) =

(c*) Wann gilt Gleichheit in der Aussage aus (b)?

Abgabe: Do/Fr 25./26. 10. in den Ubungen
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Aufgabe 5 (4 Punkte).
Zeigen Sie nur unter Benutzung der Kerperaxiome:

(@) Fdrx,y € Rist (—x)(—y) = xy
(b) Far x e R mit x Z 0 ist (—x)~' = —x~1.

Aufgabe 6 (6 Punkte).
Fdr n, k € N mit k < n debnieren wir diefakultdt n! durch

!n
n! .= j
j=1

und den Binomialkoeffizienten durch

" #
n n!
k = ki(n—k)
Zeigen Sie:
n# n wo n+1
<n-1i + =
(@) Fark <n—1ist K K+ 1 K41
| S
(b) Furallex,y e Rist (x+ y)" = j Xy,
=0

n #
. n
(c) Berechnen Sie
j=0

Abgabe: Fr/Mo/Di 2./5./6. 11. in den Ubungen
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Aufgabe 7 (4 Punkte).

Seiena, b, c,d! R. Zeigen Sie nur unter Benutzung der Kerper- und Anord-
nungsaxiome:

(@ Ist0<a<b soist0<bt<al,

(b) Sind b,d >0 und ¢ < £, so folgt ¢ < &< < <.

Aufgabe 8 (6 Punkte).

(@) SeiA" R eine nichtleere beschrankte Menge reeller Zahlen.
Wir setzen# A= {#a:a! A}. Zeigen Sie: supf A) = # inf A.

(b) Zeigen Sie: Jede nach oben beschrankte nichtleere Menge reeller Zahlen
hat ein Supremum.

Abgabe: Fr/Mo/Di 2./5./6. 11. in den Ubungen



WS 2007/08 Analysis | Dr. H. Abels
3. Ubungsblatt V1G1 Dr. M. Kurzke

Analysis I
3. Ubungsblatt

Aufgabe 9 (4 Punkte).
Fdr welchen € N gelten die folgenden Ungleichungen? Beweisen Sie alle Ihre
Behauptungen!

(@) 2" >n?
(b) nt >2n

Aufgabe 10 (6 Punkte).

Betrachten Sie die folgenden Mengen reeller Zahlen. Ermitteln Sie, welche

dieser Mengen nach oben bzw. nach unten beschrankt sind und bestimmen
Sie gegebenfalls das Supremum bzw. InPmum. Beweisen Sie alle lhre Be-
hauptungen!

(@ M;:= {5 :neN\{0}}
(b) My := {22 :n e N}

n+3
(€ Mz:={Z:neN\{0}}

Aufgabe 11 (4 Punkte).

Schreiben Sie die folgenden Teilmengen vénals Intervalle oder als Vereini-
gung von meglichst wenigen Intervallen. Wie immer gilt: Beweisen Sie alle
Ihre Behauptungen!

(@) {x e R:x®>x]|x|}

160°
(b) {XER.X—3b<X+—3b,X7/—3b} farbe R.

Aufgabe 12 (6 Punkte).
Sei A eine nichtleere, nach unten beschrankte Menge reeller Zahlen mit
inf A> 0.
Zeigen Sie: Die Meng@'! = {a' ! : a € A} ist nach oben beschrankt und
es gilt

1

sup(A' ) = A

Abgabe: Do/Fr 8./9. 11. in den Obungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/anal
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Aufgabe 13 (4 Punkte).
Furn! NseiA," B eine Teilmenge einer MengB. Zeigen Sie:

U A T UA

n>0k>n n>0k>n

Finden Sie ein Beispiel von MengeA, mit

(A= #und ()| JA«=B.

n>0k>n n>0k>n

Aufgabe 14 (5 Punkte).
Zeigen Sie: Die Menge

M :={x! R:$a,b,c! Q, a%0 mit ax>+ bx+ c=0}

der Lesungen quadratischer Gleichungen mit rationalen Kizienten ist abzahlbar.
Sie ddrfen ohne Beweis verwenden, dag eine quadratische Gleichung hechstens
zwei Lesungen hat.

Aufgabe 15 (5 Punkte).
Fdura! R, a& O sei die Funktionf, : R"' R gegeben durch

ax

fa(X) = —1 n a2|x|'

Bestimmen Sie den WertebereichV (f ;) = f4(R) von f,. Stellen Sie fest, ob
f4 injektiv ist und bestimmen Sie gegebenenfalls eigy, : W(fa) © R mit
Oa ( fo =idp.

Aufgabe 16 (6 Punkte).
Zeigen Sie:

(@) Fara,b! Rmit a<bgibtesp! Qmit a<p<b.

(b) Fdr jedesx ! R gibt es eine MengéA, " Q mit inf Ay = X.

Abgabe: Do/Fr 15./16. 11. in denUbungen

http://euler.iam.uni-bonn.de/ kurzke/anal
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Aufgabe 17 (5 Punkte).

Welche der im folgenden gegebenen Folgen (ap )ni v reeller Zahlen ist konver-
gent? Bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert (und beweisen Sie IThre
Behauptungen).

(a) an = (! 1)"n%

(b) an = L.

(¢) an =¢" fiir 0 < g < 1.
Hinweis fiir (¢): Benutzen Sie die Bernoullische Ungleichung.

Aufgabe 18 (5 Punkte).
Zeigen Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung im R": Seien z,y " R", x =

(1, y2n), ¥y = (Y1, Yn)-
Dann ist '

In %!n %!n
T Y; # :L'JQ yj2'
j=1 j=1 j=1

! n | n
Hinweis: Betrachten Sie (ziy; ! zju)?
i=1 j=1
Folgern Sie die Dreiecksungleichung fiir die euklidische Norm: Definiere

#n

$2$, ::§ 2 und dy(z,y) =$x! y$,.

J
j=1

Dann gilt fir alle a,b,¢" R":

$a + % # $a$, + S und  da(a,c) # da(a,b) + da(b, ).

Abgabe: Do/Fr 22./23. 11. in den Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/anal
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Aufgabe 19 (5 Punkte).
Sei M, d) ein metrischer Raum. DePniere eine Funktiod : M x M — R

durch dx.y)
/ _ Xy
TN T dyy
Zeigen Sie:
(@ (M,d’) ist ein metrischer Raum.

(b) Eine Folge (@\)neny in M konvergiert genau dann bezdglichl gegen
a € M, wenn sie bezdglicld’ gegena konvergiert.

Aufgabe 20 (5 Punkte).
Auf M = R2 debnieren wir diefranzesische Eisenbahnmetridurch
|

' X —y| fallsx=1!yfarein! e¢R

de (X, y) =
F(%Y) IX| + |y| andernfalls.

Zeigen Sie:

(@) dg ist eine Metrik.

(b) Sei (In)nen €ine Folge reeller Zahlen. Wir debnieren eine Folge M
durcha, = (1 + nLH ).
Zeigen Sie: &.)neny konvergiert bezdglichd: gegena = (1,0) genau
dann, wenn fast allely, Null sind, d.h. 3N € NVvn > N : b, =0.

Abgabe: Do/Fr 22./23. 11. in denUbungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/anal
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Klausurinformationen

e Die Klausur (=Modulprdfung fur das Modul V1G1 des Bachelorstu-
diengangs Mathematik) Pndet am 14. Februar 2008, 12:30 s.t.©14{30
statt. Die Raume fdr die Klausur werden auf der Webseite der Ver
anstaltung bekanntgegeben.

e Die Nachklausur bndet am 31. Marz 2008, 9:30 s.t.©11:30 statt.

e Alle Studenten (auch Diplom, Lehramt, andere Hauptfacher; einzige
Ausnahme: Bachelor Physik)miissen sich in der Zeit vom 1. 12.
2007 bis 15. 1. 2008 beim Servicebtro Mathematikanmelden. Ohne
Anmeldung ist keine Klausurteilnahme mweglich!

117

O! nungszeiten und Anschrift Pnden Sie auf der Webseite des S
vicebtros:
http://www.mathematics.uni-bonn.de/servicebuero.html

)
T

e Bachelor-Physikstudenten mussen sichbis 9. 12. 2007 beim
Prufungsamt Physik anmelden.

Aufgabe 21 (4 Punkte).
Zeigen Sie die folgenden Rechenregeln fur die komplexe Konjugation und den
komplexen Betrag: Seien,w € C. Dann ist

ztw=z+w
ZW=Z-W
7=z <— z€R

|zw] = z] - Jw]

Zeigen Sie: Die komplexen Nullstellen reeller Polynome treten stets in kom-

plexkonjugierten Paaren auf, d.h. sind,...,a, € R, so gilt fur allez € C:
n n
Zakzk =0 — Zakik =0.
k=0 k=0

Abgabe: Do/Fr 29./30. 11. in denUbungen

http://euler.iam.uni-bonn.de/ kurzke/anal
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Aufgabe 22 (4 Punkte).
(a) Seiw € C, w #0. Zeigen Sie: Es gibt genau zwei € C mit z2 = w.
(b) Seiena,be C. Zeigen Sie: Es gibtz;,z, € C mit

7+ az+ b=(z—-2z)(z—12z,) furallezcC.

Aufgabe 23 (5 Punkte).
Sei @,).en €ine konvergente Folge komplexer Zahlen mit lim, = a.

Zeigen Sie: Die Folgel,) debniert durch -

1 n
b, = n_+1_2;;ak

ist konvergent und limb, = a.

Zeigen Sie an eingm Beispiel, da8 die Umkehrung nicht gilt, d. h. Pnden
Sie eine nicht konvergente Folgea(,), bei der die zugehorige Folgey() kon-
vergiert.

Aufgabe 24 (6 Punkte).

Beweisen Sie die folgenden Gleichungen (insbesondere, zeigen Sie die Kon-
vergenz):

(c) Farp,g>0ist lim (\/m_n> = F_Z)

Abgabe: Do/Fr 29./30. 11. in denUbungen

http://euler.iam.uni-bonn.de/ kurzke/anal
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Aufgabe 25 (5 Punkte).
Zeigen Sie:

o (1-2) -2

(b) Furalle k € Nist lim <1+ E) = é.

Aufgabe 26 (5 Punkte).
Zeigen Sie die Existenz dek-ten Wurzel: Seik € N, k > 2 undr > 1.
Debniere eine Folged,) rekursiv durch

a = r

e
Ant1 = Qp — ka1

Zeigen Sie, dag&4d,),sn eine konvergente Folge ist und da8 ihr Grenzwert
a=lim a, die Gleichunga® = r erfullt.

Hinweis: Mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung kennen Sie zeigen, da§

fur allex > 0 mit x* > r gilt: (x — Z£5)F >,

Abgabe: Do/Fr 6./7. 12. in den Obungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/anal
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Aufgabe 27 (5 Punkte).
Sei (M, d) ein metrischer Raum, A C M. Zeigen Sie:

(a) @ € M ist Haufungspunkt von A genau dann, wenn es eine Folge
(@n)m v mit an € A\ {a} gibt, die gegen a konvergiert.

(b) Ist a ein Haufungspunkt von A, so hat fiir jedes € > 0 die Menge
Uca)NA={zx e A:d(z,a) < e}
unendlich viele Elemente,

(¢) Bestimmen Sie in M = R mit d(z,y) = | —y| (also den reellen Zahlen
mit der Standardmetrik) die Haufungspunkte der folgenden Mengen:
! n

1 # , 3
A = E—I—(—l)n:nEN\{O} Ay= 2€Q:z”>2

Aufgabe 28 (5 Punkte).

(a) Zeigen Sie: Sind (an)n n und (bn)m v zwei komplexe Folgen mit der
Eigenschaft, dal (b, — an)m n eine Nullfolge ist, so haben (by)n n und
(an)ni v die gleichen partiellen Grenzwerte.

(b) Bestimmen Sie die partiellen Grenzwerte der komplexen Folge

% &

Abgabe: Do/Fr 6./7. 12. in den Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/anal
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Aufgabe 29 (6 Punkte).
Sei (an)nen eine beschrinkte Folge reeller Zahlen. Wir setzen

A :={a € R : es gibt eine Teilfolge (an, Jken mit an, — a}
Zeigen Sie:

(a) A ist abgeschlossen, d. h. A enthélt alle seine Haufungspunkte.
Hinweis: Siehe auch Aufgabe 27.

(b) Ist A = {p} eine Menge mit genau einem Element, so ist (an)nen kon-
vergent und an, — p.

(¢) (an)nen ist konvergent genau dann, wenn liminf an = lim sup ay,.

n—oo n—oo

Aufgabe 30 (6 Punkte).
Sei (an)nen eine beschrankte Folge reeller Zahlen. Zeigen Sie:

(a) @ = limsupan genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
n—oo

sind:

(i) Fiir alle £ > 0 gibt es unendlich viele n € N mit a, > a — ¢.

(ii) Fiir alle e > 0 gilt die Ungleichung an, < a + ¢ fir alle n € N mit
hochstens endlich vielen Ausnahmen.

(b) Die Folge by = sup{ak : k > n} ist konvergent, und

limsupa, = lim by.
n—

n—oo o0

Abgabe: Do/Fr 13./14. 12. in den Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/anal
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Aufgabe 31 (8 Punkte).

Welche der folgenden Reihen sind konvergent bzw. divergent? Beweisen Sie
Ihre Aussagen!

@ (1'—5

© -
T 1
© s

P ()

(d)

nn+1
n=1

Aufgabe 32 (0 Punkte).

Bereiten Sie sich auf die Probeklausur vor! Sie ddrfen ein DIN A4-Blatt
(handschriftlich) mit Ihrer Vorlesungszusammenfassung mitbringen.

Die Probeklausur bPndet zwischen Montag, 10. Dezember und Mittwoch, 12.
Dezember in dendbungen statt.

Abgabe: Do/Fr 13./14. 12. in denUbungen

http://euler.iam.uni-bonn.de/ kurzke/anal
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Aufgabe 33 (5 Punkte).

Zeigen Sie das Verdichtungskriterium von Cauchy:
! o]

Ist (a,) eine monoton fallende Nullfolge, so ist a,, konvergent genau dann,

n=0
| oo

wenn 2"agn konvergent ist.

n=0
| oo

Folgern Sie: e ist fiir 0 < s < 1 divergent und fiir s > 1 konvergent.
n=1

(Sie diirfen ohne Beweis die aus der Schule bekannten Potenzgesetze fiir

Potenzen mit reellem Exponenten benutzen).

Aufgabe 34 (6 Punkte).
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz bzw. Divergenz!

1 (n1)?

n=0

oo #

Abgabe: Do/Fr 20./21. 12. in den Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/ kurzke/anal
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Aufgabe 35 (4 Punkte).
Fiir welche x € R konvergieren die folgenden Reihen?

!
IL‘Zn +2

() 2 oy

n=0 (

!
l.3n

6
n101+x”

(b)

Aufgabe 36 (5 Punkte).
Sei (an)nvn eine monoton wachsende, beschriankte Folge positiver Zahlen.
|

Zeigen Sie: Z (an+1 — 1) ist konvergent.

a
n=0 n

Abgabe: Do/Fr 20./21. 12. in den Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/ kurzke/anal
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Aufgabe 37 (4 Punkte).

Skizzieren Sie die folgenden Teilmengefy von C und bestimmen Sie jeweils
den RanddA;, den Abschlu§A;, die isolierten Punkte vonA; und das Innere
Ag. Welche der Mengen sind fben, welche sind abgeschlossen?

Ein formaler Beweis ist ausnahmsweise nicht verlangt.

o Ay = {x+iy:x €01y €[0,1]NnQ}

o Ap={r+iy:2?+ =1} U{z+iy: 2>+ y* <1 x>0}

e A3= {1+ L:neN}

o Ag={x+iy:a?+ > <1 |a|+ |y > L U{ k@A —1i): keZ}
Aufgabe 38 (4 Punkte).
Zeigen Sie:

(@) Sei (M, d) ein metrischer Raum. Sindf,g: M — R stetig, A C M mit
f(x) = g(z) fur alle z € A, so ist auchf(y) = g(y) fur alle y € A.

(b) Eine stetige Funktion f : R — R ist bereits durch ihre Werte aufQ
eindeutig bestimmt.

Abgabe: Do/Fr 10./11. 1. in denObungen

http://euler.iam.uni-bonn.de/ kurzke/anal
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Aufgabe 39 (6 Punkte).
Seif : R — R eine monoton wachsende Funktion, d.hx <y = f (x) < f (y).
Fdr Xo € R debnieren wir die Sprunghehe voh an der Stellexg:

H(xo) =inf {f (x) : x> X o} —sup{f (X): xX<Xog}.
Zeigen Sie:
(@) f ist stetig in xg genau dann, wenrH (xq) = 0.

(b) Wenn f beschrankt ist, so gibt es far jedes € N hechstens endlich
viele Stellenx mit H(x) > -.

(c) Eine beschrankte monotone Funktion auR hat hechstens abzahlbar
viele Unstetigkeitsstellen.

Aufgabe 40 (6 Punkte).
Debnieref : R — R durch

(%) = 0 fallsx £Q
" |} furx=ReQ peZqeN\{0} p,qteilerfremd.

Zeigen Sie:f ist stetig in Xo genau dann, wenrxg € R\ Q.

Frohliche Weihnachten und ein gutes neues Jahr!

Abgabe: Do/Fr 10./11. 1. in denObungen

http://euler.iam.uni-bonn.de/ kurzke/anal
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Aufgabe 41 (4 Punkte).
Zeigen Sie die folgenden trigonometrischen Identitaten:
wFz . wtz

(a) Fiir z,w € C ist sinw =+ sin z = 2 cos 5 S

- 1
(b) Fiir z € C, n € N ist sin(g) ;Sin(jZ) = Sinw sin%.

Aufgabe 42 (6 Punkte).
Betrachten Sie die folgenden Reihen:

| |
; n ; n

(i) Z:(;z" (i) anﬂ (iii) 11)2

n=0 n

Zeigen Sie:

(a) Alle drei Reihen konvergieren fiir alle z € C mit |z| < 1 und divergieren
fir alle z € C mit |z| > 1.

(b) Die Reihe (i) divergiert fiir jedes z mit |z| = 1.
(c) Die Reihe (iii) konvergiert fiir jedes z mit |z| = 1.
(d*) Die Reihe (ii) konvergiert fiir jedes z mit |z| = 1 auBer z = 1.

(Teil (d) wird nicht bewertet).

Abgabe: Do/Fr 17./18. 1. in den Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/anal
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Aufgabe 43 (4 Punkte).
Seif(z) = Z!n:o a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradiug: > O.
Zeigen Sie: Fdr alle € (0, R) und k € N gibt es einC' = C(r, k) mit

S C|Z|k+1_

f(Z) - Z anzn

n=0

| k

far alle |z| <r.
Aufgabe 44 (6 Punkte).

(@) Sei f : R — R eine stetige Funktion mit f(x) — oo fur z — % oc.
Zeigen Sie:f ist surjektiv.
Folgern Sie: Jedes reelle Polynom ungerader Ordnung hat eine reelle
Nullstelle.

(b) Sei I c R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Zeigen
Sie: f injektiv < f streng monoton.

Abgabe: Do/Fr 17./18. 1. in denUObungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/anal
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Aufgabe 45 (4 Punkte).

() Seif :[a,b] — R eine stetige Funktion mit f([a,b]) C [a, b]. Zeigen Sie:
Es gibt ein zg € [a, b] mit f(xo) = xo.

(b) Zeigen Sie: Es gibt keine stetige Funktiory : [-1,1] — [—1,1] mit
g(g(x)) = —x fur alle z € [-1, 1].

Aufgabe 46 (4 Punkte).

(a) Seiz, — x eine konvergente Folge in einem metrischen RaunX(d).
Zeigen Sie ohne Benutzung des Satzes von Heine-Bordl:= {z, :
n € N} U{ x} ist uberdeckungskompakt, d.h.dr jede Famile {U;);cr
von offenen Mengen mitM c |J,., U; gibt es eine endliche Auswahl
J cImit McCJ,,U (Kurz: Jede dfeneOberdeckung von)/ hat
eine endliche Te#berdeckung).

(b) Finden Sie eine @fene Oberdeckung von{% :n € N} C R, die keine
endliche Teibberdeckung hat.

Abgabe: Do/Fr 24./25. 1. in denUObungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/anal
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Aufgabe 47 (6 Punkte).

(a) Zeigen Sie, da§ die Einschainkung der Tangensfunktion tang) = Sinz

Cosz

auf (-7, 3) eine streng monotone, bijektive Abbildung mit Wertebe-
reich (—oo, c0) ist.

(b) Zeigen Sie:

tanx +tan y
tan(x + y) =
1—-tanxtany
(c) Zeigen Sie: ®ar !, " € R mit arctan! +arctan " € (-3, 3) gilt

'+||

1_ !II

arctan! +arctan " = arctan

Was passiert &r |arctan! +arctan "| > 77?

: . H#H 1 1
(d) Zeigen Sle.Z = 4 arctan 5= arctan 239

Aufgabe 48 (6 Punkte).

(a) SeienK 1, K, kompakte Teilmengen eines metrischen RaumeX,d).
Zeigen SieK; UK, und K; N K5 sind kompakt.

(b) Falls | eine unendliche Indexmenge undK(;).; ; kompakte Teilmengen
eines metrischen Raumes sind, sind darlp, ; K, und (N, ; K; kom-
pakt? Beweisen Sie diese Aussagen oder geben Sie Gegenbeispiele!

(c) Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.

Abgabe: Do/Fr 24./25. 1. in denUObungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/anal
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Aufgabe 49.
Eine Norm auf R™ ist eine Abbildung || - || : R" — R mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) |lv]] > 0 fur alle v € R, |jv]| =0 <= v =0.

(ii) |Jvr + vol| < [Jvr]| + ||ve|| fir alle vy, vy € R™.

(iii) [Pol] = ]v|l fir alle! € R, v € R™
(Das Standardbeispiel ist die euklidische Norm ||(z1, ..., xn)|l2 = /D5y 7).
Zwei Normen || - || und || - ||; heiBen dquivalent, wenn es Konstanten a,b > 0
gibt mit
allv|| < ||v||; < bljv|| fur alle v € R™. (%)
Zeigen Sie:

(a) Jede Norm || - || ist (gleichméfig) Lipschitz-stetig, d.h. es existiert fiir
jede Norm eine Konstante L > 0 mit ||[v — w|| < L|jv — w||y fur alle
v,w € R™

(b) Jede Norm ist dquivalent zu || -|| 2, d.h. (%) gilt fur || || = || -|| 2.

Hinweis: Die Menge S™ ! = {v € R" : ||v||y = 1} ist kompakt (wieso?),
also nimmt die stetige Funktion || || dort Minimum und Maximum an.

(c) Die Relation “||-|| und || ||+ sind &dquivalent im Sinne von (x)” ist eine

Aquivalenzrelation, also reflexiv, symmetrisch und transitiv. Folgern
Sie: Alle Normen auf R” sind dquivalent.

Aufgabe 50.

Eine Funktion, die sich als f(z) = % fiir g(x) # 0 darstellen 1&8t, wobei p
und ¢ Polynome sind, heif§t rationale Funktion. Bestimmen Sie alle rationalen
Funktionen f, die die Gleichung

zf )

x%n f(z) =0

erfiillen!

Abgabe nach Vereinbarung in den Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/ kurzke/anal



WS 2007/08 Analysis [ Dr. H. Abels
13. Ubungsblatt V1G1 Dr. M. Kurzke

Aufgabe 51.
Betrachten Sie die durch

e!x% firx&=0
0 firx =0

definierte Funktion und zeigen Sie: f ist auf ganz R di! erenzierbar. Es gilt
f'(0) = 0.

Aufgabe 52.
Sie (X, d) ein metrischer Raum.
(a) Zeigen Sie: Ist X kompakt und " = A, # X sind fir alle n $ N
nichtleere abgeschlossene Teilmengen von X mit Ap .y # Ay, so ist
Ni_ An ="

(b) Zeigen Sie ohne Zuhilfenahme des Satzes von Heine-Borel ( “iiberdeckungs-
kompakt=folgenkompakt”): Ist X kompakt und (U, )ngn ein abzéihlba-
res System ol ener Mengen mit X # | J gy Un, so gibt es eine endliche
Teilmenge M # N mit X # (J gy Un.

Abgabe nach Vereinbarung in den Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/ kurzke/anal
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Klausurinformationen

Die Klausur findet am 14. Februar 2008, 12:30 s.t.—14:30 statt. Die Rdume
werden nach dem Anfangsbuchstaben Thres Nachnamens verteilt:

e A-D: Grofler Horsaal, Wegelerstrafie 10
e E-G: Kleiner Horsaal, Wegelerstrafie 10
e H-N: Horsaal A der Anatomie, Nuflallee 10
e O-7Z: Wolfgang-Paul-Horsaal, Kreuzbergweg

Bringen Sie IThren Studentenausweis und einen Lichtbildausweis
mit zur Klausur!

Stoff der Klausur ist der Vorlesungsstoff mit Ausnahme der letzten Vorle-
sungswoche, d.h. bis einschliellich Kapitel 7.4 im Skript. In der Nachklausur
konnen auch Aufgaben zur letzten Woche (Kapitel 7.5) vorkommen.

Die Ergebnisse der Klausur werden durch Aushang vor dem Groflen Horsaal
in der Wegelerstrafle 10 bekanntgegeben.

Die Nachklausur findet am 31. Mérz 2008, 9:30 s.t.—11:30 statt. Die Raum-
verteilung ist anders als fiir die erste Klausur:

e A-B: Kleiner Horsaal, Wegelerstraie 10
e D-K: Horsaal A der Anatomie, Nuflallee 10
e [L-R: Horsaal B der Anatomie, Nuflallee 10

o S-7: Groer Horsaal, Wegelerstrafie 10

Aufgabe 53.
Bestimmen Sie die Bereiche, in denen die folgenden Funktionen definiert und
differenzierbar sind und bestimmen Sie die Ableitung!

(a) arctanX

X

(b) Artanh X, die Umkehrfunktion von tanhx = e —e”

eX+eX

(c) x™

Dieses Blatt wird in den Ubungen der letzten Woche besprochen.
http://euler.iam.uni-bonn.de/ kurzke/anal
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Aufgabe 54.

Betrachten Sie #r n € N die Funktionen f,, : [0,00) — R mit f,(z) = 2"¢' *.
Zeigen Sie.f,, hat genau ein lokales Maximum beirn,x = n. Dies ist auch
das globale Maximum.

Aufgabe 55.
Zeigen Sie: Istf eine auf [r, y] zweimal di erenzierbare Funktion, so existiert
ein! € (z,y) mit

f(z) = 2f(55) + f() _ (= 9)? -
5 =510

Aufgabe 56.
Sei f : [a,b] — R eine di erenzierbare Funktion. Zeigen Sie: Isf konvex, so
gilt fur alle x,y € [a, b] die Ungleichung

f@) > fy)+ (= =) f ).

Gilt auch die Umkehrung?

Dieses Blatt wird in denUObungen der letzten Woche besprochen.
http://euler.iam.uni-bonn.de/ kurzke/anal
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) Analysis I
15. Ubungsblatt (Ferieniibungsblatt)

Feriensprechstunden Dr. Abels:
13. 2., 14-16h, 27. 2., 13-15h, 27. 3., 13-15h, jeweils We10/258 und n. V.

Aufgabe 57.
Betrachten Sie &ir k € N\{ O} die Funktionen

x¥cos@t) furx #0
fre(x) = 2 i!
0 fur x =0.
Zeigen Sie:

(a) Fur alle k ist f, stetig auf ganzR.
(b) f, ist nicht differenzierbar beix = 0.

(c) f, ist wberall differenzierbar, aber die Ableitung j ist bei x = 0 nicht
stetig.

(d) Fur k> 2 ist f, stetig differenzierbar.

Aufgabe 58.
Wir betrachten den Vektorraum

= {(xn)neN "X, € R, sup|x,| < oo}

neN

der beschankten Folgen reeller Zahlen, wobei die Vektorraumoperationen de-
Pniert sind durch X,,)nen + (Vo) nen = (Xn+ Vo)neny UNA A(X,) nen = ( AX)nen
for X = (X)nen, Y = (Yn)nen € €°,X € R.
Zeigen Sie:
(a) Die Abbildung || &l : ¢ — R mit ||(Xn)nen|loo = SUP,en [Xn] ISt
eine Norm (siehe Aufgabe 49 auf Blatt 13 oder Satz 3.2 im Skript).
Insbesondere ist (>, d) mit

d((xn)neN: (yn)nGN) = sup |Xn - ynl

neN

ein metrischer Raum.

(b) Betrachten Sie die MengeB = {x € /~ : ||X||. < 1} und zeigen Sie:
B ist abgeschlossen und besamkt, aber nicht kompakt.

(c) (¢*,d) ist ein vollstandiger metrischer Raum.

Keine Abgabe; lasungen Pnden Sie irgendwann im aniz auf der Webseite.
http://euler.iam.uni-bonn.de/ kurzke/anal
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Aufgabe 59.

(a) Seia > 0und f,g: (a,! )" R seien di! erenzierbare Funktionen mit
limy o0 f(2) = limy_ g(x) = 0.

Zeigen Sie: Wenn limy_.o =% existiert und fiir ein b > a gilt: ¢ () #0

g'(x)
fiir alle x > b, so folgt
/
lim @ = lim f/(x)
o g(z) i g'(a)

(b) Berechnen Sie lim zlog(1l+ %)

X—00

(c) Betrachten Sie jetzt f(z) = z+sinz cos x und g(x) = eS"* (x+sin x cos )
und zeigen Sie:

@),
x—oo g'(z)
aber lim féxi existiert nicht. Wieso ist das kein Widerspruch zu (a)?
X—00 g €T
Aufgabe 60.
Seien f,g : (a,b) " R m-mal di! erenzierbare Funktionen. Zeigen Sie per

Induktion: Das Produkt ist n-mal di! erenzierbar, und

n

(fg) ™ (x) = Z (Z) f®(2)g" M (z) fiir alle 2 $ (a,b).

k=0

Aufgabe 61.
Sei (M, d) ein metrischer Raum und A % M. Zeigen Sie:

(a) Ist f gleichméafBig stetig auf A und b $ M\ A ist ein Haufungspunkt
von A, so existiert limy_.p f(x).
Die Funktion f: A& " Rmit f(z) = f(z) fir + $ A und
f(b) =limy_p f(x) ist gleichméBig stetig auf A & {b}.

(b) Die Funktion f : (0,2) " R mit f(z) = sin(%) ist nicht gleichm#Big
stetig.

Keine Abgabe; Losungen finden Sie irgendwann im Méarz auf der Webseite.
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/anal
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Aufgabe 62.
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
X1 =X
(a) lim & —

x—0 sin 2z
! n 3
lim 1+ 2?2 #2
X—0
# $
) 1 1
lim — I —
x—0 sinx

Aufgabe 63.
Bestimmen Sie die Extremwerte der folgenden Funktionen und geben Sie an,

ob es sich um Minima oder Maxima handelt!

(a) falx) = 2* + A2? fiir A " R. Bestimmen Sie auch die Wendepunkte,

soweit vorhanden.

(b) f(x) =sin®z(1! cosx)

Keine Abgabe; Losungen finden Sie irgendwann im Méarz auf der Webseite.

http://euler.iam.uni-bonn.de/ kurzke/anal



