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Zum Ablauf des Übungsbetriebs:

• Die Übungen beginnen am 22., 23. und 24. Oktober.

• Die Übungsblätter werden immer donnerstags in der Vorlesung aus-
gegeben und sind auch auf der Webseite der Vorlesung
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1 zu finden.

• Abgabe: donnerstags und freitags in den Übungen.

• Die Lösungen sollen handschriftlich abgegeben werden.

• Sie können in Zweiergruppen abgeben; dabei sollte jedes Gruppenmit-
glied erkennbar mindestens eine der Lösungen aufgeschrieben haben.

• Für die Klausurzulassung müssen Sie 50% der Übungspunkte erreichen
und zwei Aufgaben vorrechnen.

• Aufgaben oder Aufgabenteile, die mit einem Stern (*) versehen sind,
müssen nicht bearbeitet werden und geben keine Punkte.

Aufgabe 1 (4 Punkte).
Sei k ∈ N mit k ≥ 2. Zeigen Sie: Es gibt kein x ∈ Q mit xk = 2 (also
“ k
√

2 /∈ Q”).

Aufgabe 2 (6 Punkte).
Zeigen Sie mit vollständiger Induktion: Für alle n ∈ N ist

n∑

k=1

k3 =
1

4
n2(n + 1)2

und
n∑

k=1

(−1)kk2 = (−1)n n(n + 1)

2
.

Abgabe: Do/Fr 25./26. 10. in den Übungen
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Aufgabe 3 (4 Punkte).
Zeigen Sie: Falls x irrational ist und a, b, c, d rationale Zahlen mit ad %= bc
sind, so ist

z =
ax + b

cx + d

ebenfalls irrational.

Aufgabe 4 (6 Punkte).
Zeigen Sie:

(a) Für a, b > 0 ist a
b + b

a ≥ 2.

(b) Seien a1, . . . , an > 0. Dann gilt:

(
n∑

k=1

ak

)(
n∑

k=1

1

ak

)
≥ n2

(c*) Wann gilt Gleichheit in der Aussage aus (b)?

Abgabe: Do/Fr 25./26. 10. in den Übungen
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Aufgabe 5 (4 Punkte).
Zeigen Sie nur unter Benutzung der K¬orperaxiome:

(a) F¬ur x, y ∈ R ist (−x)(−y) = xy

(b) F¬ur x ∈ R mit x #= 0 ist (−x)−1 = −x−1.

Aufgabe 6 (6 Punkte).
F¬ur n, k ∈ N mit k ≤ n deÞnieren wir dieFakultät n! durch

n! :=
n!

j=1

j

und denBinomialkoeffizienten durch
"

n
k

#
:=

n!
k!(n − k)!

.

Zeigen Sie:

(a) F¬ur k ≤ n − 1 ist
"

n
k

#
+

"
n

k + 1

#
=

"
n + 1
k + 1

#
.

(b) F¬ur alle x, y ∈ R ist (x + y)n =
n$

j=0

"
n
j

#
xjyn−j.

(c) Berechnen Sie
n$

j=0

"
n
j

#
.

Abgabe: Fr/Mo/Di 2./5./6. 11. in den ¬Ubungen
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Aufgabe 7 (4 Punkte).
Seiena, b, c, d ! R. Zeigen Sie nur unter Benutzung der K¬orper- und Anord-
nungsaxiome:

(a) Ist 0 < a < b, so ist 0< b−1 < a−1.

(b) Sind b, d > 0 und a
b < c

d , so folgt a
b < a+ c

b+ d < c
d .

Aufgabe 8 (6 Punkte).

(a) Sei A " R eine nichtleere beschr¬ankte Menge reeller Zahlen.
Wir setzen # A := { # a : a ! A} . Zeigen Sie: sup(# A) = # inf A.

(b) Zeigen Sie: Jede nach oben beschr¬ankte nichtleere Menge reeller Zahlen
hat ein Supremum.

Abgabe: Fr/Mo/Di 2./5./6. 11. in den ¬Ubungen
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Aufgabe 9 (4 Punkte).
F¬ur welchen ∈ N gelten die folgenden Ungleichungen? Beweisen Sie alle Ihre
Behauptungen!

(a) 2n > n 2

(b) n! ≥ 2n

Aufgabe 10 (6 Punkte).
Betrachten Sie die folgenden Mengen reeller Zahlen. Ermitteln Sie, welche
dieser Mengen nach oben bzw. nach unten beschr¬ankt sind und bestimmen
Sie gegebenfalls das Supremum bzw. InÞmum. Beweisen Sie alle Ihre Be-
hauptungen!

(a) M 1 :=
{

1
n2 : n ∈ N \ { 0}

}

(b) M 2 :=
{

n+5
n+3 : n ∈ N

}

(c) M 3 :=
{

2n

n : n ∈ N \ { 0}
}

Aufgabe 11 (4 Punkte).
Schreiben Sie die folgenden Teilmengen vonR als Intervalle oder als Vereini-
gung von m¬oglichst wenigen Intervallen. Wie immer gilt: Beweisen Sie alle
Ihre Behauptungen!

(a) { x ∈ R : x3 > x |x|}

(b)
{

x ∈ R : x − 3b <
16b2

x + 3b
, x $= −3b

}
f¬ur b∈ R.

Aufgabe 12 (6 Punkte).
Sei A eine nichtleere, nach unten beschr¬ankte Menge reeller Zahlen mit
inf A > 0.
Zeigen Sie: Die MengeA! 1 = { a! 1 : a ∈ A} ist nach oben beschr¬ankt und
es gilt

sup(A! 1) =
1

inf A
.

Abgabe: Do/Fr 8./9. 11. in den ¬Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 13 (4 Punkte).
F¬ur n ! N sei An " B eine Teilmenge einer MengeB. Zeigen Sie:

⋃

n≥0

⋂

k≥n

Ak "
⋂

n≥0

⋃

k≥n

Ak

Finden Sie ein Beispiel von MengenAn mit
⋃

n≥0

⋂

k≥n

Ak = # und
⋂

n≥0

⋃

k≥n

Ak = B.

Aufgabe 14 (5 Punkte).
Zeigen Sie: Die Menge

M := { x ! R : $a, b, c! Q, a %= 0 mit ax2 + bx+ c = 0}

der L¬osungen quadratischer Gleichungen mit rationalen Koeffizienten ist abz¬ahlbar.
Sie d¬urfen ohne Beweis verwenden, da§ eine quadratische Gleichung h¬ochstens
zwei L¬osungen hat.

Aufgabe 15 (5 Punkte).
F¬ur a ! R, a & 0 sei die Funktionf a : R ' R gegeben durch

f a(x) =
ax

1 + a2|x|
.

Bestimmen Sie den WertebereichW(f a) = f a(R) von f a. Stellen Sie fest, ob
f a injektiv ist und bestimmen Sie gegebenenfalls einga : W(f a) ' R mit
ga ( f a = id R.

Aufgabe 16 (6 Punkte).
Zeigen Sie:

(a) F¬ur a, b! R mit a < b gibt es p ! Q mit a < p < b.

(b) F¬ur jedesx ! R gibt es eine MengeAx " Q mit inf Ax = x.

Abgabe: Do/Fr 15./16. 11. in den ¬Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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5. Übungsblatt

Analysis I
V1G1

Dr. H. Abels
Dr. M. Kurzke

Analysis I
5. ¬Ubungsblatt

Aufgabe 17 (5 Punkte).
Welche der im folgenden gegebenen Folgen (an)n! N reeller Zahlen ist konver-
gent? Bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert (und beweisen Sie Ihre
Behauptungen).

(a) an = (! 1)nn2.

(b) an = 3n2+n+7
n2+1 .

(c) an = qn für 0 < q < 1.

Hinweis für (c): Benutzen Sie die Bernoullische Ungleichung.

Aufgabe 18 (5 Punkte).
Zeigen Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung im Rn : Seien x, y " Rn , x =
(x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn).
Dann ist

n!

j =1

xj yj #

"#
#
$

n!

j =1

x2
j

"#
#
$

n!

j =1

y2
j .

Hinweis: Betrachten Sie
n!

i=1

n!

j =1

(xi yj ! xj yi )
2.

Folgern Sie die Dreiecksungleichung für die euklidische Norm: Definiere

$x$2 :=

"#
#
$

n!

j =1

x2
j und d2(x, y) = $x ! y$2.

Dann gilt für alle a, b, c " Rn :

$a + b$2 # $ a$2 + $b$2 und d2(a, c) # d2(a, b) + d2(b, c).

Abgabe: Do/Fr 22./23. 11. in den Übungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 19 (5 Punkte).
Sei (M, d) ein metrischer Raum. DeÞniere eine Funktiond′ : M × M → R
durch

d′(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
.

Zeigen Sie:

(a) (M, d ′) ist ein metrischer Raum.

(b) Eine Folge (an)n∈N in M konvergiert genau dann bez¬uglichd gegen
a ∈ M , wenn sie bez¬uglichd′ gegena konvergiert.

Aufgabe 20 (5 Punkte).
Auf M = R2 deÞnieren wir diefranz¬osische Eisenbahnmetrikdurch

dF (x, y) =

!
|x − y| falls x = ! y f¬ur ein ! ∈ R
|x| + |y| andernfalls.

Zeigen Sie:

(a) dF ist eine Metrik.

(b) Sei (bn)n∈N eine Folge reeller Zahlen. Wir deÞnieren eine Folge inM
durch an = (1 + 1

n+1 , bn).

Zeigen Sie: (an)n∈N konvergiert bez¬uglichdF gegena = (1 , 0) genau
dann, wenn fast allebn Null sind, d.h. ∃N ∈ N∀n ≥ N : bn = 0.

Abgabe: Do/Fr 22./23. 11. in den ¬Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Klausurinformationen

• Die Klausur (=Modulpr¬ufung f¬ur das Modul V1G1 des Bachelorstu-
diengangs Mathematik) Þndet am 14. Februar 2008, 12:30 s.t.Ð14:30
statt. Die R¬aume f¬ur die Klausur werden auf der Webseite der Ver-
anstaltung bekanntgegeben.

• Die Nachklausur Þndet am 31. M¬arz 2008, 9:30 s.t.Ð11:30 statt.

• Alle Studenten (auch Diplom, Lehramt, andere Hauptf¬acher; einzige
Ausnahme: Bachelor Physik)müssen sich in der Zeit vom 1. 12.
2007 bis 15. 1. 2008 beim Serviceb¬uro Mathematikanmelden. Ohne
Anmeldung ist keine Klausurteilnahme m¬oglich!
¬O! nungszeiten und Anschrift Þnden Sie auf der Webseite des Ser-
viceb¬uros:
http://www.mathematics.uni-bonn.de/servicebuero.html

• Bachelor-Physikstudenten m¬ussen sichbis 9. 12. 2007 beim
Pr¬ufungsamt Physik anmelden.

Aufgabe 21 (4 Punkte).
Zeigen Sie die folgenden Rechenregeln f¬ur die komplexe Konjugation und den
komplexen Betrag: Seienz, w ∈ C. Dann ist

z + w = z + w

zw = z · w
z = z ⇐⇒ z ∈ R

|zw| = |z| · |w|

Zeigen Sie: Die komplexen Nullstellen reeller Polynome treten stets in kom-
plexkonjugierten Paaren auf, d.h. sinda0, . . . , an ∈ R, so gilt f¬ur alle z ∈ C:

n∑

k=0

akz
k = 0 ⇐⇒

n∑

k=0

akz
k = 0 .

Abgabe: Do/Fr 29./30. 11. in den ¬Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 22 (4 Punkte).

(a) Sei w ∈ C, w "= 0. Zeigen Sie: Es gibt genau zweiz ∈ C mit z2 = w.

(b) Seiena, b∈ C. Zeigen Sie: Es gibtz1, z2 ∈ C mit

z2 + az + b= ( z− z1)(z− z2) f¬ur alle z ∈ C.

Aufgabe 23 (5 Punkte).
Sei (an)n∈N eine konvergente Folge komplexer Zahlen mit lim

n→∞
an = a.

Zeigen Sie: Die Folge (bn) deÞniert durch

bn =
1

n + 1

n∑

k=0

ak

ist konvergent und lim
n→∞

bn = a.

Zeigen Sie an einem Beispiel, da§ die Umkehrung nicht gilt, d. h. Þnden
Sie eine nicht konvergente Folge (an), bei der die zugeh¬orige Folge (bn) kon-
vergiert.
Aufgabe 24 (6 Punkte).
Beweisen Sie die folgenden Gleichungen (insbesondere, zeigen Sie die Kon-
vergenz):

(a) lim
n→∞

n∏

k=2

(
1− 1

k2

)
=

1
2

(b) lim
n→∞

n∑

k=1

1
k(k + 1)

= 1

(c) F¬ur p, q > 0 ist lim
n→∞

(√
n2 + np + q− n

)
=

p
2

Abgabe: Do/Fr 29./30. 11. in den ¬Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 25 (5 Punkte).
Zeigen Sie:

(a) lim
n!"

(
1− 1

n

)n

=
1
e

.

(b) F¬ur alle k ∈ N ist lim
n!"

(
1 +

k
n

)n

= ek.

Aufgabe 26 (5 Punkte).
Zeigen Sie die Existenz derk-ten Wurzel: Sei k ∈ N, k ≥ 2 und r ≥ 1.
DeÞniere eine Folge (an) rekursiv durch

a0 = r

an+1 = an −
ak

n − r
kak# 1

n

Zeigen Sie, da§ (an)n$ N eine konvergente Folge ist und da§ ihr Grenzwert
a = lim

n!"
an die Gleichungak = r erf¬ullt.

Hinweis: Mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung k¬onnen Sie zeigen, da§
f¬ur alle x > 0 mit xk ≥ r gilt: ( x − xk # r

kxk−1 )k ≥ r .

Abgabe: Do/Fr 6./7. 12. in den ¬Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 27 (5 Punkte).
Sei (M, d) ein metrischer Raum, A ⊂ M . Zeigen Sie:

(a) a ∈ M ist Häufungspunkt von A genau dann, wenn es eine Folge
(an)n! N mit an ∈ A \ {a} gibt, die gegen a konvergiert.

(b) Ist a ein Häufungspunkt von A, so hat für jedes ε > 0 die Menge

Uε(a) ∩ A = {x ∈ A : d(x, a) < ε}

unendlich viele Elemente,

(c) Bestimmen Sie in M = R mit d(x, y) = |x− y| (also den reellen Zahlen
mit der Standardmetrik) die Häufungspunkte der folgenden Mengen:

A1 =

!
1

n
+ (−1)n : n ∈ N \ {0}

"
A2 =

#
x ∈ Q : x2 > 2

$

Aufgabe 28 (5 Punkte).

(a) Zeigen Sie: Sind (an)n! N und (bn)n! N zwei komplexe Folgen mit der
Eigenschaft, daß (bn − an)n! N eine Nullfolge ist, so haben (bn)n! N und
(an)n! N die gleichen partiellen Grenzwerte.

(b) Bestimmen Sie die partiellen Grenzwerte der komplexen Folge

an =

%
i +

1

2n

&n

.

Abgabe: Do/Fr 6./7. 12. in den Übungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 29 (6 Punkte).
Sei (an)n∈N eine beschränkte Folge reeller Zahlen. Wir setzen

A := {a ∈ R : es gibt eine Teilfolge (ank
)k∈N mit ank

→ a}

Zeigen Sie:

(a) A ist abgeschlossen, d. h. A enthält alle seine Häufungspunkte.
Hinweis: Siehe auch Aufgabe 27.

(b) Ist A = {p} eine Menge mit genau einem Element, so ist (an)n∈N kon-
vergent und an → p.

(c) (an)n∈N ist konvergent genau dann, wenn lim inf
n→∞

an = lim sup
n→∞

an .

Aufgabe 30 (6 Punkte).
Sei (an)n∈N eine beschränkte Folge reeller Zahlen. Zeigen Sie:

(a) a = lim sup
n→∞

an genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt

sind:

(i) Für alle ε > 0 gibt es unendlich viele n ∈ N mit an ≥ a− ε.

(ii) Für alle ε > 0 gilt die Ungleichung an ≤ a + ε für alle n ∈ N mit
höchstens endlich vielen Ausnahmen.

(b) Die Folge bn = sup{ak : k ≥ n} ist konvergent, und

lim sup
n→∞

an = lim
n→∞

bn .

Abgabe: Do/Fr 13./14. 12. in den Übungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 31 (8 Punkte).
Welche der folgenden Reihen sind konvergent bzw. divergent? Beweisen Sie
Ihre Aussagen!

(a)
!!

n=1

(! 1)n
"

n

n + 2

(b)
!!

n=1

1
n
"

n

(c)
!!

n=1

"
1
n

+ ( ! 1)n
1

"
n

#

(d)
!!

n=1

(n + 1) n

nn+1

Aufgabe 32 (0 Punkte).
Bereiten Sie sich auf die Probeklausur vor! Sie d¬urfen ein DIN A4-Blatt
(handschriftlich) mit Ihrer Vorlesungszusammenfassung mitbringen.
Die Probeklausur Þndet zwischen Montag, 10. Dezember und Mittwoch, 12.
Dezember in den¬Ubungen statt.

Abgabe: Do/Fr 13./14. 12. in den ¬Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 33 (5 Punkte).
Zeigen Sie das Verdichtungskriterium von Cauchy:

Ist (an) eine monoton fallende Nullfolge, so ist
∞!

n=0

an konvergent genau dann,

wenn
∞!

n=0

2na2n konvergent ist.

Folgern Sie:
∞!

n=1

1

ns
ist für 0 < s ≤ 1 divergent und für s > 1 konvergent.

(Sie dürfen ohne Beweis die aus der Schule bekannten Potenzgesetze für
Potenzen mit reellem Exponenten benutzen).

Aufgabe 34 (6 Punkte).
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz bzw. Divergenz!

(a)
∞!

n=0

(n!)2

(2n)!

(b)
∞!

n=0

"
n

n + 1

# n2

(c)
∞!

n=1

1 · 3 · . . . · (2n − 1)

2 · 4 · . . . · (2n)

Abgabe: Do/Fr 20./21. 12. in den Übungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 35 (4 Punkte).
Für welche x ∈ R konvergieren die folgenden Reihen?

(a)
!∑

n=0

x2n+2

(1 + x2)n

(b)
!∑

n=0

x3n

1 + x6n

Aufgabe 36 (5 Punkte).
Sei (an)n" N eine monoton wachsende, beschränkte Folge positiver Zahlen.

Zeigen Sie:
!∑

n=0

(
an+1

an
− 1

)
ist konvergent.

Abgabe: Do/Fr 20./21. 12. in den Übungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 37 (4 Punkte).
Skizzieren Sie die folgenden TeilmengenAi von C und bestimmen Sie jeweils
den Rand∂Ai, den Abschlu§Ai, die isolierten Punkte vonAi und das Innere
A◦

i . Welche der Mengen sind offen, welche sind abgeschlossen?
Ein formaler Beweis ist ausnahmsweise nicht verlangt.

• A1 = {x + iy : x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1]∩Q}

• A2 = {x + iy : x2 + y2 = 1} ∪{ x + iy : x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0}

• A3 = { 1
n + i

n2 : n ∈ N}

• A4 = {x + iy : x2 + y2 ≤ 1, |x| + |y| ≥ 1} ∪{ k(1− i) : k ∈ Z}

Aufgabe 38 (4 Punkte).
Zeigen Sie:

(a) Sei (M, d) ein metrischer Raum. Sindf, g : M → R stetig, A ⊂ M mit
f (x) = g(x) f¬ur alle x ∈ A, so ist auchf (y) = g(y) f¬ur alle y ∈ A.

(b) Eine stetige Funktion f : R → R ist bereits durch ihre Werte aufQ
eindeutig bestimmt.

Abgabe: Do/Fr 10./11. 1. in den ¬Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 39 (6 Punkte).
Seif : R→ R eine monoton wachsende Funktion, d.h.x < y ⇒ f (x) ≤ f (y).
F¬ur x0 ∈ R deÞnieren wir die Sprungh¬ohe vonf an der Stellex0:

H (x0) = inf { f (x) : x > x 0} − sup{ f (x) : x < x 0} .

Zeigen Sie:

(a) f ist stetig in x0 genau dann, wennH (x0) = 0.

(b) Wenn f beschr¬ankt ist, so gibt es f¬ur jedesn ∈ N h¬ochstens endlich
viele Stellenx mit H (x) ≥ 1

n .

(c) Eine beschr¬ankte monotone Funktion aufR hat h¬ochstens abz¬ahlbar
viele Unstetigkeitsstellen.

Aufgabe 40 (6 Punkte).
DeÞnieref : R→ R durch

f (x) :=

{
0 falls x /∈ Q
1
q f¬ur x = p

q ∈ Q, p ∈ Z, q∈ N \ { 0} , p, q teilerfremd.

Zeigen Sie:f ist stetig in x0 genau dann, wennx0 ∈ R \ Q.

Fröhliche Weihnachten und ein gutes neues Jahr!

Abgabe: Do/Fr 10./11. 1. in den ¬Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 41 (4 Punkte).
Zeigen Sie die folgenden trigonometrischen Identitäten:

(a) Für z, w ∈ C ist sin w ± sin z = 2 cos
w ∓ z

2
sin

w ± z

2
.

(b) Für z ∈ C, n ∈ N ist sin(
z

2
)

n∑

j=0

sin(jz) = sin
(n + 1)z

2
sin

nz

2
.

Aufgabe 42 (6 Punkte).
Betrachten Sie die folgenden Reihen:

(i)
!∑

n=0

zn (ii)
!∑

n=0

zn

n + 1
(iii)

!∑

n=0

zn

(n + 1)2

Zeigen Sie:

(a) Alle drei Reihen konvergieren für alle z ∈ C mit |z| < 1 und divergieren
für alle z ∈ C mit |z| > 1.

(b) Die Reihe (i) divergiert für jedes z mit |z| = 1.

(c) Die Reihe (iii) konvergiert für jedes z mit |z| = 1.

(d*) Die Reihe (ii) konvergiert für jedes z mit |z| = 1 außer z = 1.

(Teil (d) wird nicht bewertet).

Abgabe: Do/Fr 17./18. 1. in den Übungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 43 (4 Punkte).
Seif (z) =

∑!
n=0 anzn eine Potenzreihe mit KonvergenzradiusR > 0.

Zeigen Sie: F¬ur aller ∈ (0, R) und k ∈ N gibt es einC = C(r, k) mit
∣∣∣∣∣f (z) −

k∑

n=0

anz
n

∣∣∣∣∣ ≤ C|z|k+1.

f¬ur alle |z| ≤ r.

Aufgabe 44 (6 Punkte).

(a) Sei f : R → R eine stetige Funktion mit f (x) → ±∞ f¬ur x → ±∞.
Zeigen Sie:f ist surjektiv.

Folgern Sie: Jedes reelle Polynom ungerader Ordnung hat eine reelle
Nullstelle.

(b) Sei I ⊂ R ein Intervall und f : I → R eine stetige Funktion. Zeigen
Sie: f injektiv ⇔ f streng monoton.

Abgabe: Do/Fr 17./18. 1. in den ¬Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 45 (4 Punkte).

(a) Seif : [a, b] → R eine stetige Funktion mit f ([a, b]) ⊂ [a, b]. Zeigen Sie:
Es gibt ein x0 ∈ [a, b] mit f (x0) = x0.

(b) Zeigen Sie: Es gibt keine stetige Funktiong : [−1, 1] → [−1, 1] mit
g(g(x)) = −x f¬ur alle x ∈ [−1, 1].

Aufgabe 46 (4 Punkte).

(a) Sei xn → x eine konvergente Folge in einem metrischen Raum (X, d).
Zeigen Sie ohne Benutzung des Satzes von Heine-Borel:M = {xn :
n ∈ N} ∪{ x} ist ¬uberdeckungskompakt, d.h. f¬ur jede Famile (Ui)i∈I

von offenen Mengen mitM ⊂
⋃

i∈I Ui gibt es eine endliche Auswahl
J ⊂ I mit M ⊂

⋃
i∈J Ui (Kurz: Jede offene ¬Uberdeckung vonM hat

eine endliche Teil¬uberdeckung).

(b) Finden Sie eine offene ¬Uberdeckung von{ 1
n : n ∈ N} ⊂ R, die keine

endliche Teil¬uberdeckung hat.

Abgabe: Do/Fr 24./25. 1. in den ¬Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1



WS 2007/08
12. ¬Ubungsblatt

Analysis I
V1G1

Dr. H. Abels
Dr. M. Kurzke

Aufgabe 47 (6 Punkte).

(a) Zeigen Sie, da§ die Einschr¬ankung der Tangensfunktion tan(z) = sin z
cosz

auf (−π
2 , π

2 ) eine streng monotone, bijektive Abbildung mit Wertebe-
reich (−∞,∞) ist.

(b) Zeigen Sie:

tan(x + y) =
tan x + tan y

1− tan x tan y

(c) Zeigen Sie: F¬ur ! , " ∈ R mit arctan ! + arctan " ∈ (−π
2 , π

2 ) gilt

arctan! + arctan " = arctan
! + "
1− !"

Was passiert f¬ur |arctan! + arctan " | ≥ π
2 ?

(d) Zeigen Sie:
#
4

= 4 arctan
1
5
− arctan

1
239

Aufgabe 48 (6 Punkte).

(a) SeienK 1, K 2 kompakte Teilmengen eines metrischen Raumes (X, d).
Zeigen Sie:K 1 ∪ K 2 und K 1 ∩ K 2 sind kompakt.

(b) Falls I eine unendliche Indexmenge und (K i)i! I kompakte Teilmengen
eines metrischen Raumes sind, sind dann

⋃
i! I K i und

⋂
i! I K i kom-

pakt? Beweisen Sie diese Aussagen oder geben Sie Gegenbeispiele!

(c) Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.

Abgabe: Do/Fr 24./25. 1. in den ¬Ubungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 49.
Eine Norm auf Rn ist eine Abbildung ‖ · ‖ : Rn → R mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) ‖v‖ ≥ 0 für alle v ∈ Rn, ‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0.

(ii) ‖v1 + v2‖ ≤ ‖v1‖+ ‖v2‖ für alle v1, v2 ∈ Rn.

(iii) ‖! v‖ = |! | ‖v‖ für alle ! ∈ R, v ∈ Rn.

(Das Standardbeispiel ist die euklidische Norm ‖(x1, . . . , xn)‖2 =
√∑n

i=1 x2
i ).

Zwei Normen ‖ · ‖ und ‖ · ‖! heißen äquivalent, wenn es Konstanten a, b > 0
gibt mit

a‖v‖ ≤ ‖v‖! ≤ b‖v‖ für alle v ∈ Rn. (∗)

Zeigen Sie:

(a) Jede Norm ‖ · ‖ ist (gleichmäßig) Lipschitz-stetig, d.h. es existiert für
jede Norm eine Konstante L > 0 mit ‖v − w‖ ≤ L‖v − w‖2 für alle
v, w ∈ Rn.

(b) Jede Norm ist äquivalent zu ‖ ·‖ 2, d.h. (∗) gilt für ‖ ·‖ ! = ‖ ·‖ 2.

Hinweis: Die Menge Sn" 1 = {v ∈ Rn : ‖v‖2 = 1} ist kompakt (wieso?),
also nimmt die stetige Funktion ‖ ·‖ dort Minimum und Maximum an.

(c) Die Relation “‖ ·‖ und ‖ ·‖ ! sind äquivalent im Sinne von (∗)” ist eine
Äquivalenzrelation, also reflexiv, symmetrisch und transitiv. Folgern
Sie: Alle Normen auf Rn sind äquivalent.

Aufgabe 50.
Eine Funktion, die sich als f(x) = p(x)

q(x) für q(x) *= 0 darstellen läßt, wobei p
und q Polynome sind, heißt rationale Funktion. Bestimmen Sie alle rationalen
Funktionen f , die die Gleichung

lim
x#$

xf%(x)

f(x)
= 0

erfüllen!

Abgabe nach Vereinbarung in den Übungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 51.
Betrachten Sie die durch

f (x) =

{
e! 1

x 2 für x != 0

0 für x = 0

definierte Funktion und zeigen Sie: f ist auf ganz R di! erenzierbar. Es gilt
f "(0) = 0.

Aufgabe 52.
Sie (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Zeigen Sie: Ist X kompakt und " != An # X sind für alle n $ N
nichtleere abgeschlossene Teilmengen von X mit An+1 # An , so ist⋂#

n=1 An != " .

(b) Zeigen Sie ohne Zuhilfenahme des Satzes von Heine-Borel (“überdeckungs-
kompakt=folgenkompakt”): Ist X kompakt und (Un)n$ N ein abzählba-
res System o! ener Mengen mit X #

⋃
n$ N Un , so gibt es eine endliche

Teilmenge M # N mit X #
⋃

n$ M Un .

Abgabe nach Vereinbarung in den Übungen
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Klausurinformationen

Die Klausur findet am 14. Februar 2008, 12:30 s.t.–14:30 statt. Die Räume
werden nach dem Anfangsbuchstaben Ihres Nachnamens verteilt:

• A–D: Großer Hörsaal, Wegelerstraße 10

• E–G: Kleiner Hörsaal, Wegelerstraße 10

• H–N: Hörsaal A der Anatomie, Nußallee 10

• O–Z: Wolfgang-Paul-Hörsaal, Kreuzbergweg

Bringen Sie Ihren Studentenausweis und einen Lichtbildausweis
mit zur Klausur!
Stoff der Klausur ist der Vorlesungsstoff mit Ausnahme der letzten Vorle-
sungswoche, d.h. bis einschließlich Kapitel 7.4 im Skript. In der Nachklausur
können auch Aufgaben zur letzten Woche (Kapitel 7.5) vorkommen.
Die Ergebnisse der Klausur werden durch Aushang vor dem Großen Hörsaal
in der Wegelerstraße 10 bekanntgegeben.
Die Nachklausur findet am 31. März 2008, 9:30 s.t.–11:30 statt. Die Raum-
verteilung ist anders als für die erste Klausur:

• A–B: Kleiner Hörsaal, Wegelerstraße 10

• D–K: Hörsaal A der Anatomie, Nußallee 10

• L–R: Hörsaal B der Anatomie, Nußallee 10

• S–Z: Großer Hörsaal, Wegelerstraße 10

Aufgabe 53.
Bestimmen Sie die Bereiche, in denen die folgenden Funktionen definiert und
differenzierbar sind und bestimmen Sie die Ableitung!

(a) arctan x

(b) Artanh x, die Umkehrfunktion von tanh x = ex−e−x

ex + e−x

(c) xxx

Dieses Blatt wird in den Übungen der letzten Woche besprochen.
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 54.
Betrachten Sie f¬ur n ∈ N die Funktionen fn : [0,∞) → R mit fn(x) = xne! x.
Zeigen Sie:fn hat genau ein lokales Maximum beixmax = n. Dies ist auch
das globale Maximum.

Aufgabe 55.
Zeigen Sie: Istf eine auf [x, y] zweimal di! erenzierbare Funktion, so existiert
ein ! ∈ (x, y) mit

f (x) − 2f ( x+ y
2 ) + f (y)

2
=

(x− y)2

8
f ""(! ).

Aufgabe 56.
Seif : [a, b]→ R eine di! erenzierbare Funktion. Zeigen Sie: Istf konvex, so
gilt f ¬ur alle x, y ∈ [a, b] die Ungleichung

f (x) ≥ f (y) + ( x− y)f "(y).

Gilt auch die Umkehrung?

Dieses Blatt wird in den ¬Ubungen der letzten Woche besprochen.
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Feriensprechstunden Dr. Abels:
13. 2., 14-16h, 27. 2., 13-15h, 27. 3., 13-15h, jeweils We10/258 und n. V.

Aufgabe 57.
Betrachten Sie f¬ur k ∈ N \ { 0} die Funktionen

f k(x) =

{
xk cos(1x ) f¬ur x "= 0

0 f¬ur x = 0.

Zeigen Sie:

(a) F¬ur alle k ist f k stetig auf ganzR.

(b) f 1 ist nicht differenzierbar beix = 0.

(c) f 2 ist ¬uberall differenzierbar, aber die Ableitungf ′2 ist bei x = 0 nicht
stetig.

(d) F ¬ur k > 2 ist f k stetig differenzierbar.

Aufgabe 58.
Wir betrachten den Vektorraum

!∞ :=
{

(xn)n∈N : xn ∈ R, sup
n∈N

|xn| < ∞
}

der beschr¬ankten Folgen reeller Zahlen, wobei die Vektorraumoperationen de-
Þniert sind durch (xn)n∈N +( yn)n∈N = ( xn + yn)n∈N und λ(xn)n∈N = ( λxn)n∈N
f¬ur x = ( xn)n∈N, y = ( yn)n∈N ∈ !∞,λ ∈ R.
Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung ‖ á‖∞ : !∞ → R mit ‖(xn)n∈N‖∞ = supn∈N |xn| ist
eine Norm (siehe Aufgabe 49 auf Blatt 13 oder Satz 3.2 im Skript).
Insbesondere ist (!∞, d) mit

d
(
(xn)n∈N, (yn)n∈N

)
= sup

n∈N
|xn − yn|

ein metrischer Raum.

(b) Betrachten Sie die MengeB := { x ∈ !∞ : ‖x‖∞ ≤ 1} und zeigen Sie:
B ist abgeschlossen und beschr¬ankt, aber nicht kompakt.

(c) (!∞, d) ist ein vollst¬andiger metrischer Raum.

Keine Abgabe; L¬osungen Þnden Sie irgendwann im M¬arz auf der Webseite.
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 59.

(a) Sei a > 0 und f, g : (a, ! ) " R seien di! erenzierbare Funktionen mit
limx→∞ f(x) = limx→∞ g(x) = 0.

Zeigen Sie: Wenn limx→∞
f ′(x)
g′(x) existiert und für ein b > a gilt: g′(x) #= 0

für alle x > b, so folgt

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g′(x)
.

(b) Berechnen Sie lim
x→∞

x log(1 + 1
x )

(c) Betrachten Sie jetzt f(x) = x+sin x cos x und g(x) = esin x(x+sin x cos x)
und zeigen Sie:

lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)
= 0,

aber lim
x→∞

f(x)

g(x)
existiert nicht. Wieso ist das kein Widerspruch zu (a)?

Aufgabe 60.
Seien f, g : (a, b) " R n-mal di! erenzierbare Funktionen. Zeigen Sie per
Induktion: Das Produkt ist n-mal di! erenzierbar, und

(fg)(n)(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k)(x)g(n−k)(x) für alle x $ (a, b).

Aufgabe 61.
Sei (M, d) ein metrischer Raum und A % M . Zeigen Sie:

(a) Ist f gleichmäßig stetig auf A und b $ M \ A ist ein Häufungspunkt
von A, so existiert limx→b f(x).

Die Funktion f : A & { b} " R mit f(x) = f(x) für x $ A und
f(b) = limx→b f(x) ist gleichmäßig stetig auf A & { b} .

(b) Die Funktion f : (0, 2
! ) " R mit f(x) = sin( 1

x ) ist nicht gleichmäßig
stetig.

Keine Abgabe; Lösungen finden Sie irgendwann im März auf der Webseite.
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1
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Aufgabe 62.
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

(a) lim
x→0

ex ! e−x

sin 2x

(b) lim
x→0

!
1 + x2

" 3
x2

(c) lim
x→0

#
1

sin x
!

1

x

$

Aufgabe 63.
Bestimmen Sie die Extremwerte der folgenden Funktionen und geben Sie an,
ob es sich um Minima oder Maxima handelt!

(a) fλ(x) = x4 + λx2 für λ " R. Bestimmen Sie auch die Wendepunkte,
soweit vorhanden.

(b) f(x) = sin2 x(1 ! cos x)

Keine Abgabe; Lösungen finden Sie irgendwann im März auf der Webseite.
http://euler.iam.uni-bonn.de/~kurzke/ana1


