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Obungsblatt 1. Abgabe amMontag, 29.10.2007

Aufgabe 1. (Umrechnung Zahldarstellung)

a) Schreiben Sie die Bimrzahl 101010 als Dezimalzahl.

b) Schreiben Sie die Hexadezimalzahl4FE?2 als Dezimalzahl.

c) Schreiben Sie die Dezimalzahl 698 als Oktalzahl.

d) Schreiben Sie die Hexadezimalzahl 547 als Binarzahl und als Oktalzahl.

e) Welcher arithmetischen Operation entspricht im b-adischen Zahlensystem das Ver-
schieben der Zi ern einer Zahl nach links, also

(zn1 12n1 2. 2120)b — (2n! 12n1 2. .. 2120 0)p?

Welcher entspricht die Verschiebung nach rechts?
(10 Punkte)

Aufgabe 2. (b-Komplementdarstellung)

a) Schreiben Sie die Dezimalzahl-34 in Zweierkomplementdarstellung mit» = 8 und
n =16 Zi! ern.

b) Gegeben sei eine Zahlz 12n1 2. .. 2120)k, IN Zweierkomplementdarstellung mit n
Zi! ern. Wie sieht dieselbe Zahl aus, wenni{(+ 1) Zi! ern fur das Zweierkomplement
zur Verfagung stehen? Unterscheiden Sie zwischen positiven und negativen Zahlen
und beweisen Sie lhre Antwort.

c) Schreiben Sie die Dezimalzahl-34 in Zehnerkomplementdarstellung mitn = 3 Zif-
fern.

(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Festkommazahlen) Ein B zugegeben etwas primitiver B Rechner stellt
reelle Zahlen im Festkommaformat mit einem Byte dar. Dabei werden ein Vorzeichenb
Bit, vier Bits vor dem Komma und drei Bits hinter dem Komma verwendet. Somit haben
Zahlen im Rechner die Form

1 .

z=(-1° 4-2""

i=1
a) Welche Darstellung haben die Zahlen 7.25 und -5.625?
b) Wie viele verschiedene Zahlen &nnen in obigem Format dargestellt werden?

c) Geben Sie die maximal und minimal darstellbaren Zahlenznax und zmin sowie die
betragsmas8ig kleinste Zahl an.



d) Nicht darstellbare Zahlen x im Bereich [zmin , zmax] Werden auf die rachste darstellbare
Zahl = gerundet. Dabei tritt ein (absoluter) Rundungsfehler egps := |2z — 2| auf. Relativ
Ix! z|

zu |z| (d.h. prozentual) ist dieser Fehler dePniert alsere = )T Geben Sie den

absoluten und den relativen Rundungsfehler bei der Darstellung der Zahk = % an.

e) Bestimmen Sie den maximalen absoluten und relativen Rundungsfehleraf reelle
Zahlen im Bereich Emin, Zmax]-

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Gleitkommazahlen) Wir betrachten nun einen Rechner mit Gleitkom-
maarithmetik, der einen deutlich geringeren maximalen Rundungsfehler aufweisen soll.
Gleitkommazahlen haben die Form

z= +m- bt
mit Mantisse m, Exponent e und Basis b. Beispiel:
0.000031=031-10 *=3.1-10 °.

Die durch fuhrende Nullen entstehenden Mehrdeutigen sind unerenscht, daher einigen
wir uns auf die normalisierte Darstellung

m=0.mimoms ... my mMit mqy Z0.

Nur fur z = 0 erlauben wir, dass alle Zi ern mj = 0 sind. Wir stellen nun die Man-
tisse in Binardarstellung b = 2 dar. Ausserdem verwenden wirt = 3 Zi! ern fur die
Nachkommastellen. Damit ist unsere Rechner-Gleitkommadarstellung gegeben durch

2= +mimomsz-2°

wobei m1 = 1 und m, sowie ms entweder O oder 1 ist. Ausserdem verwenden wir als
Spezialfall
+0 = +.000- 2°,

Als Exponent erlauben wir nur e = —1, e =0 und e = 1 (schreiben Sie daér nur 2' 1, 20
bzw. 21).

a) Geben Sie alle darstellbaren, nichtnegativen Gleitkommazahlen an (das Vorzeichen
vernachlassigen wir).

b) Sie werden feststellen, da8 dielbstinde zwischen aufeinanderfolgenden Gleitkomma-
zahlen stark variieren. Markieren sie alle darstellbaren Zahlen auf einem Zahlenstrahl.

c) Zur Darstellung einer belieben reellen Zahk: verwenden wir wieder die rachstgelegene
Gleitkommazahl. Geben Sie den absoluten und den relativen Rundungsfehler bei der
Darstellung der Zahlenz = & und z = 3 an.

(10 Punkte)
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Ubungsblatt 2. Abgabe am Montag, 5.11.2007

Aufgabe 1. (Gleitkommazahlen)

Wir statten einen Rechner mit einer Zwei-Byte (16 Bit) Gleitkommaarithmetik
+ (1.m1 mo, ... )2 a2°¢

aus. Die Zahldarstellung hat ein Vorzeichenbit, ist normalisiert und die 1 vor dem Komma
wird nicht gespeichert (hidden Bit). Fiir die Zahl 0 wird das Bitmuster 000...0 speziell
verwendet. Der Exponent soll im Bereich —7 < e < 7 moglich sein und wird — wie in
der Vorlesung — in Exzess- (Bias-) Darstellung gespeichert. DA uBer der Spezialbehand-
lung fiir die 0 soll nur noch die spezielle Exponentenbitfolge € = 0 zur Kennzeichnung
von ,,Underflow* reserviert werden — sie steht also nicht fiir die Zahldarstellung zur
Verfiigung.

a) Welche Darstellung haben die Zahlen 13, 42.125 und 0.87 Fiir den Fall, daf} eine Zahl
nicht exakt darstellbar ist, werden die iiberzihligen Stellen einfach abgeschnitten.

b) Ermitteln Sie die zu der Bitfolge
1101101011100 1101

gehorige Dezimalzahl.

¢) Wie viele Zahlen kénnen in diesem Gleitkomma—Format dargestellt werden? Die Bit-
kombinationen fiir Underflow seien zu vernachléssigen.

d) Geben Sie die groite darstellbare Zahl zy,y, die kleinste darstellbare Zahl z;,, sowie
die betragsmiBig kleinste Zahl Z # 0 an. Geben Sie jeweils auch die zugehérigen
Bitmuster an.

(9 Punkte)

Aufgabe 2. (Fehlerfortpflanzung)

Wir wollen nun die Fortpflanzung von Fehlern bei der Durchfithrung der vier arithme-
tischen Grundoperationen (+, —, §/) betrachten. Die Zahlen X und y seien mit Fehlern
I X und ! y behaftet, wobei |!xx | und |'7y| weit kleiner als 1 seien2 Zeigen Sie, daB selbst
bei exakter Rechnung (also ohne weitere Rundungsfehler) fiir die relativen Fehler der

Ergebnisse die folgenden Aussagen gelten:

| | _ | |
2) X+!'X)+(y+!'y) —(x+y) X é.x+ y é‘.yy

X+y X4y X X4y
b) XA X)—(y+ty)—(x—y) _ x tx y [ty
X—-Yy X—-y X X—-y Yy
1Elrinnclrung: Bei der Exzessdarstellung speichert man die Zahl € := e + |emin| + 1.
2Man schreibt dies iiblicherweise als |'TI| 11



0 (+!z) (y+ty)—(z-y 'z 'y
Ty Ty

d) (z+!a)/y+ty) —(z/y) 'z 'y
z/y Ty

e) Falls der relative Fehler des Ergebnisses sehr viel g8er ist, als der relative Fehler
der Eingabedaten, so spricht man von Augdschung. In welchen der obigen &lle kann
Auslaeschung auftreten?

Hinweis: Daséwc‘) hei8t hier, dass die sehr kleinen Produkté x-! y weggelassen werden
kennen.

(9 Punkte)
Aufgabe 3. (Rundung)

a) Zeigen Sie, da§ die folgenden Ausdicke mathematischaquivalent sind:

o ((a+ b)(a—10)*
o (a®+ b))% — 4(ab)?

° (a2 _ b2)2

b) Seien nune =10%+1 und b= 10% — 2. Multiplizieren Sie damit obige Ausdrucke aus.
JedesZwischenergebnis, das nicht mit 10 Dezimalstellen dargestellt werden kann, soll
auf 10 Stellen gerundet werden.

c) Berechnen Sie jeweils den relativen Fehler der Resultate (2difige Zi" ern gersgen).
Was ist der Grund fur dieses Verhalten?

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Rekursion)

1
. . 1 i
Gegeben sei die Folgei)ien mit v = /exx' dz.
e
0

a) Zeigen Sie die Abschtzungen

1
<y < Tl und Yi+1 < Yi-

e(i+1)
b) Zeigen Sie die Rekursionsformel

Yirrt(i+1) y=1.

Damit lassen sich also die Integraley, y1, . . ., yx auf zweierlei Weise berechnen:
yie1 =1 —(G+1) Vorwarts mit i =0,1,2,3,...,k—1
11—y .
Yio1 = ,y'. Rockwarts mit i = k., k—1,k—2,...,1

1
falls Startwerte yy bzw. yx bekannt sind.

c) Anstelle der exakten Startwerte yo bzw. y¢ seien gemherte Startwerte gy bzw. 5y
gegeben. Entsprechend resultieren obige Rekursionen in gamerten Werten . Wie
lauten die absoluten Fehler! 4 = 4 — % bei Vorwarts- und Ruckwartsrekursion in
Abhangigkeit von ! yo bzw. ! 1?

(12 Punkte)
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Ubungsblatt 3. Abgabe am Montag, 12.11.2007.

Aufgabe 1. (Vermeidung von Ausloschung)

Wir haben gelernt, dafl mit ,,Ausléschung” eine inakzeptable Vergroflerung des relati-
ven Eingabefehlers bezeichnet wird. Ferner haben wir gelernt, daf3 die Hauptquelle fiir
Ausloschung die Subtraktion von betragsméflig nahezu gleich groflien Zahlen ist.
Schreiben Sie folgende Ausdriicke so um, daf} fiir die angegebenen Argumente Ausléschung
vermieden wird.

a) vV1+xz—1 fiir z ~ 0

1! cosx . ~
b) ik fir x = 0
<) i T fiir x > 1 (Erinnerung: d.h.  wesentlich grofier als 1)
! n
d) x3x2xﬁ—% fir x > 1
Hinweise: Durch Erweiterung mit geeignet gewéhlten Termen % mit a # 0 kénnen Dif-

ferenzen wegfallen. Beachten Sie auch die Identitit cos? z + sin®z = 1.
(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Stabilitdtsanalyse)

Seien Maschinenzahlen ay, . .., an gegeben und sei f(a1,...,an) = in=1 aj zu berechnen.
Der Computer habe die Maschinengenauigkeit eps. Nach jedem Zwischenergebnis muss
gerundet werden, sodaf} die tatsédchliche Implementierung mit

[flas, ..., an) = (4&Eay B ay) B az) BAAAH ap
gegeben ist.
a) Zeigen Sie, daf f riickwiirts stabil ist, d.h. betrachten Sie

[flag, ..., an) = flar(1+11),...,an(1+ 1))

und zeigen Sie, daf diese relativen Eingabefehler !; sich wie |!j| < Ceps mit einer von
ai unabhingigen Konstanten C' abschitzen lassen.

b) Rechnen Sie nach, dal f vorwirts stabil ist, d.h. zeigen Sie, daf§

(al,...,an)_f(al""’a”)$< C(a1,...,an)eps

M flas,...,an)

mit einem geeigneten Koeffizienten C gilt.

c) Zeigen Sie, daB fiir den absoluten Fehler zwischen | f| und f gilt:

%
[az,....an) = flaz,...,an)l <eps  |n—i+1||ai

i=1



d) In welcher Reihenfolge sollte summiert werden, um den Fehler zu minimieren?

Kleine Terme der Groflenordnungen eps?, eps®, . .. sollen vernachlissigt werden.
(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Kondition)

Sei y = f(z) die Losung eines Problems mit reeller Eingabe und Ausgabe. Bestimmen
sie die absoluten und relativen Konditionszahlen fiir

a) f(z) =z,

b) f@) = "7, 2" 0,

c) f(z)=1/z,

d) f(z) = e,

e) Geben Sie fiir a) bis d) jeweils an, fiir welche x die Funktionsauswertungen qualitativ

gut bzw. schlecht konditioniert sind.
(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Programmieraufgabe)

Schreiben Sie ein C-, C++ - oder Java—Programm, das die Werte yo,y1, ...,y aus
Aufgabe 3 des letzten Zettels fiir & = 30 mittels der dort diskutierten Rekursionen
berechnet. Verwenden Sie als Startwert fiir die Vorwértsrekursion den exakten Wert
e# 1
e

Yo =

und als Startwert fiir die Riickwéartsiteration die Werte
l n
1 1

!
- d =106
BT k) TRt1 e ’

also das arithmetische Mittel der Abschéitzungen oben und einen vollkommen schlechten
Wert. Stellen Sie die Ergebnisse tabellarisch dar und beurteilen Sie sie im Hinblick auf
Aufgabe 3(c) des letzten Zettels.

Fin Beispielprogramm in der Sprache Cist auf der Vorlesungshomepage
http://wissrech.ins.uni-bonn.de/teaching/algmath/ws07 _

einzusehen. Das Programm errechnet die ersten Algorithmen aus der Vorlesung und de-
monstriert dabei, wie man z.B. mit einer for-Schleife durch die Zahlen i = 0,1,2, 3,4, ...
vorwérts oder riickwarts iteriert.

Achtung: Die Bearbeitung der Programmieraufgabe ist Voraussetzung zur Klausur-
zulassung!


http://wissrech.ins.uni-bonn.de/teaching/algmath/ws07_i
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Ubungsblatt 4. Abgabe am Montag, 19.11.2007

Aufgabe 1. (Zwei-Term—Rekursion)

Firn=0,1,2,... seien die Integrale

L oon
X
= d
Yn /x+ax
0

fiir exakt gegebenes a > 0 gegeben.

a) Man leite die Rekursion
Yo=In(l1+a)—Ina,

1
Yn:ﬁ—aYnll n> 0,

her.

b) Man interpretiere yn als Funktion des Startwerts yo. Wie lautet dann die Konditi-
onszahl dieser Funktion?

¢) Welche Konditionszahl hat die Formel yp(a)?
(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Drei-Term—Rekursion)
Sei zu festem | € Ng jeweils die Drei-Term—Rekursion
Ok =& Gkt 1+ 0 Gk 2+, k=jj +1,j+2,...

mit den Startwerten
Gjr2=gjr1=0
gegeben. Dabei seien ay, b € R fest und

1 j=k
5j,k: J .
0 j#Kk

Zeigen Sie: Fiir die inhomogene Drei-Term—Rekursion

Pk =ak P 1 +bep2+c, k=1,2,3,...
mit den Startwerten
Po=2Co, Pr1=0
gilt die Darstellung

k
P=> GGk, k=01,2....
i=0



(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Orthonormalpolynome und DreibTermbRekursion)
Es sei tar Funktionen f,g : [a,1] — R das Integral

b
&gw:/@uﬁumumX 1)

mit Gewichtsfunktion w : (a,b) — R*, und a < b gegeben Weiterhin sei
11, = {aka + ak_lxk” + ...+ X+ ao}

der Raum der Polynome vom Grad kleiner oder gleictk mit Koeffizienten o; € R.
Die Elemente einer Folge von Polynomen{P;}; C II; vom exakter? Grad k hei§en
Orthonormalpolynome wber [a, bl bezglich der Gewichtsfunktion w, falls gilt

1 i=]j
Pi,Pj) = dij = o 2
(Pi.Pj) = 0 %I?L @)
Dann kann man auch #r jedes p € II;, eindeutige Kodfizienten v; € R Pnden, so da§
p = Z_I;:O PYJP]
Zeigen Sie

Die Folge von Orthonormalpolynomen {P;} C Il erfullt die DreibTermbRekursion

Qp41 Pn+1(x) = ( X — Bn) Pn(x) — Qp Pnfl(x)a n=1 ’ 21 e
Op = <X Pn-1, Pn>’ ﬁn = <X Pn, Pn)

mit den Startwerten P_; =0, Py = %
J3 w(z) da

(10 Punkte)
Aufgabe 4. (DreibTermbRekursion)
Durch (f,g) := fo"c e *f (x)g(x) dx ist ein Skalarprodukt auf C[0, co) gegeben.
a) Zeigen Sie per Induktion, da§(1,x*) = [ e "x"dx = k! gilt.
Hinweis: Nutzen Sie partielle Integration.
b) Gegeben sei die DreibTermbRekursion
ant1 Pry1(X) = (X — Br) Pn(X) —an Pr—1(X), n=1,2,...

fur Orthonormalpolynome {P,,}, die beaglich (-, -) orthonormal sind (vgl. (). Als
Startwerte seienP_; = 0 und Py = 1 gegeben, die Kodfizienten sind durch

an = XPu_1,Pn), Bn= XP,,Py)

festgelegt.
Berechnen SiePq, P2, P3 und Py.

c) Stellen Sie das Polynonmp(x) = %x?’ — 4x2+5 als Linearkombination der P; dar, d.h.
bestimmen Sie dievy, der Darstellung

4
pOX) = > Pa(x).
k=0

(10 Punkte)

1(f,g) ist ein Skalarprodukt auf Cl[a,b].
2Exakt Grad k hei§t, dag§ ! x 70
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Ubungsblatt 5. Abgabe am Montag, 26.11.2007

Aufgabe 1. (Christoffel-Darboux)
Sei {p,} eine Folge reeller Orthogonalpolynome und

Pr(X) = (ApX + By )pn—1(X) ! Cppp—2(X), n> 0,

ihre dreigliedrige Rekursionsformel mit C,, = A, /A ,_1, Ag = A1, p_1" 0. Man beweise

die Formel von Christoffel-Darboux fiir n # 0:

In
pk(X)pk(y) — Aril Pr+1 (X)pn(y)z : Sn(X)pn.,.l (y)

k=0

fir x &y

(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Asymptotische Laufzeitnotationen)

Zur Geschwindigkeits- und Speicherverbrauchsanalyse bei Algorithmen verwendet man
die Notationen

O@@g(n)) :={f :N% N|& > 0 und &' N mit f (n) ( c-g(n))n# no},
o(g(n)):=={f:N% N|)c>0&n¢" Nmitf(n)( c-g(n))n# no},
Qg(n)):=={f :N% N|& > 0 und &' N mit f (n)# c-g(n))n# no},
©(g(n)) := O(g(n)) * 2(g(n)).

Wenn bspw. die Anzahl der Rechenschritte eines Programms durch f (n) in Abhéngigkeit
der Eingabegrofie n gegeben ist, bedeuten obige Definitonen

f(n) =0(g(n)): auf jedem Rechner benttigt man mazimal irgendeine Konstante mal g
Rechenschritte (spétestens ab einem gewissen n).

f(n) =o(g(n)): Die Laufzeit von f hat echt kleinere Groflenordnung als g (man kénnte
schreiben O(f (n)) < O(g(n)) + f(n) =o(g(n))).

f(n)
f(n)

2(g(n)): man braucht mindestens c-g(n) Rechenoperationen (untere Schranke).

(
=0(g(n)): wegen f(n) = O(g(n)) braucht f maximal C- g Schritte und wegen
f(n) =Q(g(n)) braucht f minimal ¢- g Schritte.

a) Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Fiihren Sie einen Beweis.

n = 0(2")

log(n 4+ 1) = O(logn)

42n3 4 13n2 + 2n + 500 = O(n®)

42n3 4 13n2 + 2n + 500 = o(n?)

g(n) = o(f (n)) impliziert f (n) +g(n) = O(f (n))

AN A



7. f(n) =" (g(n)) impliziert g(n) ="! (f (n))

b) Sortieren Sie die folgenden Funktionen beziiglich ihrer Gréfenordnung, d.h. geben Sie
eine Reihenfolge g,...,0r an mit g; =" (g;+1). Geben Sie dabei an, wenn mehrere
0; dieselbe GroBenordnung haben (d.h. wenn g;(n) =1 (g;(n))).

Qlog(n)' ( i)log(n), n2' (log(n))', <;> ) n3.

r_
logQ(n), log(n!), 2(2") nlogl(n), olog(n) o 2log(n)

10, €', 2" nlogn), 22", nl

(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Programmieraufgabe: Merge—Sort)

Implementieren Sie den Merge—Sort—Algorithmus aus der Vorlesung in Coder C++ Als
Eingabe sollen Arrays des Types signed int akzeptiert werden. Folgende Anforderungen
soll Thr Programm erfiillen:

1.

Vor jedem Divide—Schritten soll das Array ausgegeben werden, um Ergebnisse
leichter zu verifizieren.

. Das Programm soll beliebige Arrays von n = 2¥ Zahlen, k " N, sortieren kénnen.

Beliebige n " N ist praxisrelevanter, aber nicht gefordert.

. Die Laufzeitanforderungen diirfen nicht grofler als O(nlogn) sein. Dasselbe gilt

auch fiir den Speicherverbrauch.

Wenden Sie Thre Implementierung auf die Zahlenfolge
503 087 512 061 908 170 897 275 653 426 154 509 612 677 765 703

an und geben Sie das Resultat inklusive Quellcode ab. Die Abgabe kann auch per Mail
erfolgen.

Hinweise:

¥ Um beliebig groie Arrays zu speichern, benttigt man dynamische Speicherverwal-

tung. Auf der Vorlesungswebseite unter
http://wissrech.ins.uni-bonn.de/teaching/algmath/ws07 i

finden Sie erlduterte Beispiele, wie dies in Cmit calloc () und free () bzw. in C++
mit vector durchgefithrt werden kann.

¥ Es ist moglich, Merge—Sort mit lediglich 2 Arrays mit jeweils Grofle n durch-

zufithren. Tatséchlich geht es sogar mit noch weniger. Freiwillige konnen sich gerne
daran versuchen.


http://wissrech.ins.uni-bonn.de/teaching/algmath/ws07_i
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Ubungsblatt 6. Abgabe am Montag, 3.12.2007

Aufgabe 1. (Suchperformance)

Sei f(n) die maximale Anzahl von Vergleichen bei der sequentiellen Suche nach einem
Wert a in einem unsortierten Array Ap,..., A, der Gréfle n. Das Array enthalte kein
Element doppelt.

a)

b)

Zeigen Sie, dass im Mittel f(n) ="' (n). Dabei sei die Reihenfolge, in der Elemente
des Arrays auftauchen, gleichverteilt.

Falls das Eingabearray der Gréfle nach sortiert wire, konnte man auch bindre Suche
durchfiihren. Bindre Suche nach a in einem sortierten Array mit n Elementen priift
(a < A, /2?) und wird dann ggf. rekursiv auf Aj,..., A, /5 aufgerufen. Andernfalls
wird es rekursiv fiir A, /941, .., A, aufgerufen. Falls n = 1, wird (a = A7) gepriift
und ggf. terminiert. Zeigen Sie, dal binéire Suche f(n) = O(logn) viele Vergleiche
bendtigt.

Nun soll nach mehreren Werten ay,...,a; mit £k < n in einem unsortierten Array
gesucht werden. Es kann dabei durchaus sein, daf§ k von n abhéngt, z.B. k = k(n) = 3.
Geben Sie das k(n) an, ab dem eine Sortierung des Arrays gefolgt von k biniiren

Suchen asymptotisch schneller ist als k lineare Suchen auf dem unsortieren Arrayl.

(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Graphen)

Wir betrachten den folgenden gerichteten Graphen, in dem « fiir eine Doppelkante steht
(d.h. Kurzform fiir je eine Kante vom Knoten und eine Kante zum Knoten).

a)

b)

ON
8 AN

Geben Sie alle einfachen Pfade von Knoten 1 zu Knoten 8 sowie von Knoten 8 zu
Knoten 1 an.

Eine Tabelle der nebenstehenden Form nennt man Ad-

jazenzmatrix, wenn als Eintrag Gj; jeweils ‘17 fiir ,es 1123 10
existiert eine Kante von Knoten ¢ zu Knoten j“ und ent- 1
sprechend ‘0’ fiir ,,es existiert keine Kante von ¢ zu j 2
steht. 3
Geben Sie die Adjazenzmatrix fiir obigen Graphen an. :
Geben Sie auch die Adjazenzmatrix an, wenn alle Kan- 10

ten ungerichtet wéren.

!Gehen Sie dabei davon aus, da§ Sortieren in©(nlogn) ist, bin are Suche in ©(log ») und lineare

Suche in ©(n).



c¢) Gehen Sie nun davon aus, daf§ alle Kanten ungerichtet sind. Geben Sie die maximale
Anzahl Kanten an, die entfernt werden konnen, sodafl die Anzahl der Zusammen-
hangskomponenten immer noch gleich bleibt. Zeichnen Sie auch den zugehorigen
Graphen.

d) Zeichnen Sie einen Graph mit Knoten 1,2,...,9, der die folgende Adjazenzmatrix
besitzt.

1 314 617|819
1 1 1
2|1 1 1
3 1
4 1
5|1 1
6 1 1
7 1 1 171
8 1
9 1 1

Muss der Graph gerichtet gezeichnet werden oder kann er auch ungerichtet sein?

(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Biume)

In der Vorlesung wurde nachgewiesen, daf fiir die mittlere Hohe eines Bindrbaums mit
genau 2 Sohnen in jedem inneren Knoten die Abschéitzung

H(T) ! logy(t(T)) (1)

gilt, wobei ! (T ) die Anzahl der Blétter des Baumes T ist.

Zeigen Sie, daf§ () auch fiir beliebige Bindrbdume (mit wenigstens einem Knoten) gilt.
HINWEIS: Es gibt eine einfache Losung, welche eine Transformation eines gegebenen
Bindrbaums T in einen Bindrbaum T mit genau 2 S6éhnen in jedem inneren Knoten
benutzt.

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Programmieraufgabe: Quicksort)

Implementieren Sie den Quicksort—Algorithmus aus der Vorlesung, d.h. verwenden Sie
als Pivot—-Element immer das erste in der zu sortierenden (Teil-) Liste.

Wie auch fiir die letzte Programmieraufgabe sollen Arrays von dynamischer2 Linge des
Typs signed int akzeptiert werden.

Wenden Sie Thre Implementierung auf die Zahlenfolge

503 087 512 061 908 170 897 275 653 426 154 509 612 677 765 703

an und geben Sie das Resultat inklusive Quellcode ab. Die Abgabe kann auch per Mail
erfolgen.

2Es sei daran erinnert, dag auf der Vorlesungswebseite Hinweise zur dynamischen Speicherverwaltung
einzusehen sind.
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Ubungsblatt 7. Abgabe am Montag, 10.12.2007.

Aufgabe 1. (Tiefensuche/Breitensuche)

a) Geben Sie die Besuchsreihenfolge der Knoten an, wenn in folgendem Graphen mit
der angegebenen Adjazenzliste eine Tiefensuchebeginnend in Knoten vy durchgefiihrt
wird, wobei nur die von vy erreichbaren Knoten besucht werden. Skizzieren Sie zudem

den DFS-Graphen.

b) Geben Sie die Besuchsreihenfolge der Knoten an, wenn in folgendem Graphen mit der
angegebenen Adjazenzliste eine Breitensuche beginnend in Knoten vy durchgefiihrt
wird, wobei nur die von v1 erreichbaren Knoten besucht werden. Skizzieren Sie zudem

den BFS-Graphen.
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(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Zusammenhang)

Sei | (G) die Anzahl der Zusammenhangskomponenten eines ungerichteten Graphen G =
(V,E)und e € E. Sei ferner G’ = (V, E') mit E' = E\{ ¢} derselbe Graph ohne Kante e.
Zeigen Sie:

a) 1(G) < 1(@) <1 (G) +1

b) 1 (G) =! (@) & e liegt auf einem Zyklus.

(10 Punkte)



Aufgabe 3. (Topologische Ordnung)

Eine topologische Ordnung eines gerichteten Graphen G = (V, E) ist eine Ordnung der
Knoten V' = {vy, ..., v, }, so daB fiir jede Kante e = (v;,vj) € E die Relation i < j gilt.
Zeigen Sie, daB ein gerichteter Graph eine topologische Ordnung genau dann hat, wenn
er azyklisch ist.

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Knotengrad)
Zeigen Sie, daf fiir jeden ungerichteten Graphen G = (V, E) die Anzahl

[{v € V| |post(v)| ist ungerade}|
gerade ist.

(10 Punkte)
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Ubungsblatt 8. Abgabe am Montag, 17.12.2007

Aufgabe 1. (Ungeraden Grades)

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und w,v € V die einzigen Knoten ungeraden
Knotengrades® in G. Zeigen Sie, daB ein Weg von u nach v in G existiert.

(10 Punkte)

Aufgabe 2. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit n = |V| > 3 Knoten. Zeigen
Sie, daf} dann folgende Aussagen gelten:

a)
1Bl = — S I )l

veV

Dabei sei G'(v) = (V'(v), E'(v)) derjenige Graph, der aus G durch Streichung von v
sowie allen an v anliegenden Kanten entsteht.

b) Falls nun n > 3 und |E| > %2 gilt, so gibt es einen Knoten v € V', so dal G’(v) mehr

als ﬂ Kanten hat.

n2

c) Falls G mehr als 7~ Kanten hat, so gibt es in G ein Dreieck (d.h. einen Kreis der
Lénge 3).

(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Zusammenhang)

Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph. Dann bezeichnen wir mit G = (V, E) den
Komplementgraph von G, in dem zwei Knoten genau dann durch eine Kante verbunden
sind, wenn sie es in G nicht sind.

Zeigen Sie, daf gilt ,,G ist zusammenhingend oder G ist zusammenhiingend“.

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Hamiltonkreise)

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein Hamiltonkreis in G ist ein Kreis, der jeden
Knoten v € V genau einmal enthélt. Ein ungerichteter Graph, der einen Hamiltonkreis
enthélt, heiit hamiltonscher Graph.

a) Geben Sie jeweils einen hamiltonschen Kreis fiir die Graphen G und G’ an.

'Fiir einen ungerichteten Graphen ist der Knotengrad fiir v! V definiert als |post(v)|.



G o
b) Gegeben sind zwei hamiltonsche Grapheri; = ( Vi, F1) und Gy = (Va, Es). Sei

(v1,w) eine Kante aus dem Hamiltonkreis vonG; und (ve, w2) eine Kante aus dem
Hamiltonkreis von Gs.

Zeigen Sie: Der Graph
G=(Vi! Va, E1! Ey! {(v1,v2), (w1, w2)})
ist hamiltonsch.

(10 Punkte)

M.02.07 ab 21:00 Vher
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Weihnachtsb Obungsblatt Abgabe im neuen Jahr

Hinweis: Die Abgabe dieses Blatt ist freiwillig; es gelart nicht zu den regulren Bearbei-
tungsblacken. Die gewonnenen Punkte werden als Ausgleichif Fehlbetrage angerechnet.

Aufgabe 1. (Dijkstra)
Gegeben sei der folgende ungerichtete Grap@ = (V, E) mit gewichteten Kanten.

a) Berechnen Sie mittels des DijkstrabAlgorithmus schrittweise die Absinde vona zu
allen anderen Knoten.

b) Geben Sie einen krzesten Weg vona nach | an.
(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Zusammenhang)

n

|
IVI' 1 ist zusammentangend.

Zeigen Sie: Ein ungerichteter GraphG = (V, E) mit |[E| >
(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Mittlere Baumh ahe)

Gegeben ist ein nichtleerer Baum7, dargestellt durch Zeiger von jedem Knoten zu
dessen 8hnen. Entwerfen Sie einen Algorithmus, der

a) die HeheH (7) von T
b) die mittlere Hehe H(7) von T
in Zeit O(n) berechnet und jeden Knoten von7 hechstens einmal besucht.

Eingabe: Ein Zeiger auf den Wurzelknoten von7 .



Ausgabe: Die Anzahl der Knoten » sowie die berechneten WerteH (7) und H(7)

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Starker Zusammenhang)

Wenden Sie Algorithmus 5.27 aus der Vorlesung auf folgenden Graphen an, um die
starken Zusammenhangskomponenten zu bestimmen.

Eingabe: Der angegebene Graph in Adjazenzlistendarstellung. In der Adjazenzliste zu
einem Knotenwv ! V seien die Knoten sortiert. Beispielsweise ist der Eintrag zw»
durch die Listenreihenfolgev, "# vz "# vy "# vg "# vg bestimmit.

Ausgabe: Die Zuordnung comp:V # {1,...,C} mit der Zahl der starken Zusam-
menhangskomponentenC' $ 1 sowie die Anzahl der Knoten pro Zusammenhangs-
komponente. Geben Sie ausserdem die zugeteilten Nummemp(v) an (vgl. die
Debpnition in Algorithmus 5.27).

(10 Punkte)

®
® 0 ©
Wi hen eine frohe und
© 0000 ecyee wemachiszer |
000000000
—

1n ist vor Start des Algorithmus nicht bekannt
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Ubungsblatt 10. Abgabe am Montag, 14.1.2008.

Aufgabe 1. (Ein Codebuch)
Die Nachricht

babbbaabba

soll mit dem Codebuch

Text Code Lange
a 00 2
b 010 3
ba 0110 4
bb 0111 4
abb 1 1

codiert werden. Ein Beispiel &r eine megliche Codierung mit Gesamthnge 20 ist:
ba bb ba a bb a
0110 0111 0110 00 0111 00
Finden Sie eine Codierung mit minimaler Gesamthnge. Erlautern Sie hierzu kurz, wie
Sie dieses Problem mit Hilfe der Graphentheoriedsen lennen und berechnen Sie eine
Lasung.

Hinweis: Entwerfen Sie einen geeigneten gewichteten Graphen und formulieren Sie die
Aufgabe als karzesteBWegebProblem.

(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Hyperwurfel)

Der n-dimensionale Hyperwarfel H(n) = (V, E) ist ein wie
folgt dePnierter ungerichteter Graph:

¥ Die Knoten sind Bitfolgen der Langen,

V= {bi4al, |b:! {0,1}}.

¥ Fur p,q! V qilt (p,q) ! E genau dann, wennp und ¢
sich an genau einer Stelle unterscheiden.

Rechts ist beispielhaft der H(2) dargestellt.

a) Zeichnen Sie den dreidimensionalen Hyperwrfel H(3) und geben Sie einen hamil-
tonschen Kreid fur H(3) an.

b) Zeigen Sie mittels vollsandiger Induktion: fur n " 2 ist H(n) hamiltonsch.

lwiederholung: Ein Hamiltonkreis in einem ungerichteten Graphen ist ein Kreis, der jeden Knoten
genau einmal enthalt. Ein Graph mit einem Hamiltonkreis hei§t hamiltonscher Graph (vgl. Blatt 8).



(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Ein Spielbrett)
Gegeben sei das folgende Spielbrett, das aus mit Zahlen markierten Feldern besteht.

4 6 2| 12
9 3 7 4
6 7 12 5)

In einem Spielzug diirfen Sie eine Figur um genau ein Feld entweder in senkrechter
oder in waagerechter Richtung verschieben. Sind X und y die Zahlen der Felder eines
Spielzuges, so ist der Aufwand fiir diesen Spielzug gleich (x ! y)2.

Wie miissen Sie Thre Figur bewegen, so dass Sie mit moéglichst geringem Gesamtauf-
wand (Aufwandssumme) von der linken oberen Ecke in die rechte untere Ecke gelangen?
Berechnen Sie mithilfe der Graphentheorie eine Losung.

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Kiirzeste Wege mit negativen Gewichten)

Berechnen Sie durch Anwendung des Moore-Bellmann—Ford—Algorithmus von Knoten 1
aus kiirzeste Weg zu allen anderen Knoten.

Geben Sie dazu als Ausgabe eine Tabelle an, in der zu jedem Knoten sein Vorgénger sowie
die Distanz von 1 aus verzeichnet ist. Der Vorgénger zu Knoten 2 ist beispielsweise 1
mit Distanz 2.

(10 Punkte)
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Ubungsblatt 11. Abgabe am Montag, 21.1.2008.

Aufgabe 1. (Flussnetzwerke)

4 . ) - 6 3 6
S 10 ) <::>
8 10

a) Berechnen Sie fiir das oben stehende Flussnetzwerk einen Maximalfluss f . Die an-
gegebenen Zahlen geben die Kapazitit der jeweiligen Kante an. Begriinden Sie den
Maximalfluf. Zu jedem Schritt sollen die augmentierten Wege angegeben werden.

b) Geben sie einen Schnitt minimaler Kapazitét an.
(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Programmieraufgabe: verlinkte Listen)
Gegeben sei folgender C-Programmcode.

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>

struct list {
int value;
struct list* next;
bi
struct listx push_front ( struct listx first, int value );
struct listx pop_front( struct list* first );

int main (int argc, charx* argv) {
struct listx a = NULL;
struct listx tmp = NULL;

a = push_front( a, 3 );



= push_front( a, 5 );
= push_front( a, 10 );
= push_front( a, -1 );
= push_front( a, 20 );
= push_front( a, 25 );
= push_front( a, 40 );

DY O DYDY D
|

for( tmp = a; tmp != NULL; tmp = tmp->next )
printf( "%d-> ", tmp->value );
printf("\n");

while( a '= NULL ) {
a = pop_front( a );
for( tmp = a; tmp != NULL; tmp = tmp->next )
printf( "%d-> ", tmp->value );
printf("\n");
}

return O;

}

Implementieren Sie die Funktionen push_front() und pop_front() derart, dass
¥ push_front(a,i) ein neues Listenelement i vorne an die Liste a anfiigt und
¥ pop_front(a) das erste Element der Liste a entfernt.

Der Riickgabewert soll jeweils ein Zeiger auf das (dann neue) erste Element der Liste sein.
Beachten Sie, dass Speicher fiir Listenelemente struet list mit calloc() alloziiert
bzw. mit free() freigegeben werden muss.

Hinweise zur Verwendung von Zeigern, Funktionen und structs finden Sie in der Li-
teratur oder auf dem Hinweisblatt , Programmierhinweise: struct s, Funktionen und
Zeiger“ auf der Vorlesungswebseite.

(20 Punkte)
Aufgabe 3. (Ford-Fulkerson)

Gegeben sei folgendes Netzwerk mit Fluss f :

0ls Ols

(V3) (Vi)
Olo olo N 0|1

Ols @ Ols
5" 1

Dabei sei 0 = —5— und s = ﬁm Der gegebene Fluss resultiert beispielsweise aus dem
Nullfluss durch Augmentierung entlang des Wegs m = S, V3, Vo, t. Zeigen Sie, dass es eine
Folge von augmentierten Wegen 71, 7o, 71, 73, 71, M2, M1, 73, . . . gibt, so dass der Ford-
Fulkerson—Algorithmus nicht terminiert. Dazu beachte man, dass ¢ = o"t! 4+ g"12
gilt.

(10 Punkte)

! Anmerkung: s = 352 ! ¥ = ;1 ist der Wert der geometrischen Reihe der ! .
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Ubungsblatt 12. Abgabe am Montag, 28.1.2008

Hinweis:  Dieses Ubungsblatt zdhlt nicht mehr zur Klausurzulassung.

Aufgabe 1. (Bipartite Graphen I)

Zeigen Sie, dass jeder ungerichtete Graph G = (V,E) einen bipartiten Subgraphen
H = (V,E'), E'’ CE, mit |[E’| > |E|/2 enthilt.

Hinweis: Wie wiirde ein Algorithmus eine Knotenpartition finden, bzw. eine gegebene
verdndern?

Aufgabe 2. (Bipartite Graphen IT)
a) Zeigen Sie, dass ein ungerichter Graph genau dann bipartit ist, wenn er keine Kreise
ungerader Lénge enthélt.

b) Sei G = (V,E) ein bipartiter Graph, dessen Knoten alle genau k > 1 Nachfolger
haben, d.h. |post(v)| = Kk fiir alle v € V. Sei weiterhin V = X UY, X NY = 0 eine
Bipartition von G. Zeigen Sie, daf8 |[X | = |Y | gilt.

Aufgabe 3. (Normen)

a) Skizzieren Sie die Einheitskugeln im R? fiir die Normen |[|-||o0, |||l2 und ||-||.

b) Zeigen Sie die Abschétzungen
Ixll2 < X[l < VAlIxfl2 [X]leo < [Ix[l < nIX[loo
fir alle x € R™.

c) Zeigen Sie anhand geeigneter Beispiele, dass die Abschédtzungen unter (b) scharfsind,
dass also die ,,<“—Relationen nicht durch ,,<“ ersetzt werden koénnen.

Aufgabe 4. (Matrixmultiplikation)

a) Seien n € N und A,B € R"*" Matrizen. Bestimmen Sie, wie viele elementare Addi-
tionen und Multiplikationen reeller Zahlen zur Berechnung des Produkts C := AB
mit der gewohnlichen Summenformel notwendig sind. Driicken Sie die benétigte Zeit
fiir die Matrixmultiplikation mit der O(-)-Notation aus.

b) Sei nun n eine Zweierpotenz, also N = 2" mit m € N. Strassen schlug folgendes
Verfahren vor: Zerlege A und B in jeweils vier 5 x §-Matrizen

A A > < Bi1 B )
A = , B = .
< A21 A22 BQl B22

V. Strassen, Gaussian elimination is not optimal, Numerische Mathematik, 13:354-356 (1969).




Berechne damit die sieben Hilfsprodukte

Py = (A1 + A)(Bi1 + Ba) Ps = (A1 + Ai2)Ba
Py = (Ag1 + Ag2)Biy Ps=(A21! An)(Bi1+ Bia)
Py = Ay1(B12! Ba) P;=(Ai2! A)(Ba21 + B).
Py = Ag(B21! Bii)
Dann gilt
A An Biw Bi2 \_ ([ P+ P! P+ P P;+ Ps
Ag1 Ao By By ) P+ Py P+ P! Po+ P )

Damit reduziert sich die Zahl der Multiplikationen kleinerer Matrizen von acht auf
sieben gegenaber dem naiven Verfahren, wahrend die Zahl der Additionen gestiegen
ist. Dieses Verfahren wird nun rekursiv zur Berechnung der sieben kleineren Pro-
dukte angewandt. Zeigen Sie, dag die beaatige Zeit T'(n) (d.h. Anzahl elementarer
Additionen und Multiplikationen) f wr die Multiplikation zweier n " n-Matrizen der
Rekurrenzrelation 9

T()=7T (%) + o0’ T()=1
gemugt. Folgern Sie daraus, da8 die Matrixmultiplikation nach Strassen die Komple-
xitat O(n'°227) # O(n>807) besitzt.

c) Zeigen Sie, da&)(n?) eine untere Schranke éir die Komplexitat der Matrixmultipli-
kation ist.

Bemerkung: Der derzeit beste bekannte Algorithmus zur Matrixmultiplikation stammt
von D. Coppersmith und S. Winograd? und besitzt die Komplexitat O(n?376).

2D. Coppersmith, S. Winograd, Matrix Multiplication via Arithmetic Progressions,  Journal of Sym-
bolic Computation, 9:251-280 (1990).
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ﬂbungsblatt 13. Besprechung in derbungsgruppe ab 5.2.2008

Hinweis: DiesesUbungsblatt zahlt nicht mehr zur Klausurzulassung.

Aufgabe 1. (LR-Zerlegung)
Zeigen Sie:

a) Sind Ry, R, € R™ ™ rechte obere Dreiecksmatrizen, so ist auch das Produk®; R, eine
rechte obere Dreiecksmatrix. SindL;, L» € R™ ™ linke untere Dreiecksmatrizen mit
normierterd Diagonale, so ist auch das ProduktL, L- eine linke untere Dreiecksmatrix
mit normierter Diagonale.

b) Ist R € R™ " eine rechte obere Dreiecksmatrix vollen Ranges, so ist aucR" ! ei-
ne rechte obere Dreiecksmatrix. IstL, € R™ ™ eine linke untere Dreiecksmatrix mit
normierter Diagonale, so hat auchL vollen Rang und L' ! ist eine linke untere Drei-
ecksmatrix mit normierter Diagonale.

Aufgabe 2. (LRDZerlegung)
Berechnen Sie diel. RBZerlegung der Matrix

3 -1 5 -2
3 4 -1 7
~12 10 -11 16|°
3 5 17 2

A=

Aufgabe 3. (LRDZerlegung II)

a) Berechnen Sie dieL. RBZerlegung von

A=

N A
g w R
© WK

b) Bestimmen Sie det(A) mit Hilfe der LRDPZerlegung aus a).

c) Berechnen SieA" ! durch Lesen der Gleichungssysteme
LYk: = e, ka = Yk, k= 1327 3.

Dabei sind e;, e» und e3 die Einheitsvektoren desR3.

!Normierte Diagonale hei§t |; = 1.



Aufgabe 4. (LR —Zerlegung zur Losung von Gleichungssystemen)

Losen Sie mit dem Gau8schen Algorithmus mit Spaltenpivotisierungdas Gleichungs-
System

0O !'4 0 3 X1 2
6 12 3 4 X2| |17
16 6 !'3 16| |x3| |3
12 4 12 8 X4 I 6

Geben Sie L, R und die ggf. bendtigte Permutationsmatrix P an.

Aufgabe 5. (Diagonaldominanz)
Eine Matrix A = (a; )ij " R"*" heifit strikt diagonaldominant, falls gilt

|aii | > Z laj | firallei=1,...,n.

Zeigen Sie: Ist A eine strikt diagonaldominante Matrix, so ist die Gauflelimination ohne
Pivotsuche durchfithrbar, und die bei jedem Teilschritt entstehende Matrix A1) ist wieder
strikt diagonaldominant.

Aufgabe 6. (Bandmatrizen)

a)

Eine Matrix A = (a; )j " R"*" heit Bandmatrix mit der Bandbreite 2m + 1, falls
gilt:

‘i! j]>m # ajj = 0.
Zeigen Sie, dass die LR —Zerlegung die Bandstruktur erhélt, d.h. falls A eine Band-

matrix mit Bandbreite 2m + 1 ist, so sind auch L und R Bandmatrizen dieser Band-
breite.

In Anwendungen treten oft Matrizen auf, bei denen bis auf die Hauptdiagonale und
wenige Nebendiagonalen alle Eintrage verschwinden, also Matrizen mit

il j|$"l # & =0.

Dabei indiziert | %N die (Neben—)Diagonalen mit nichtverschwindenden Eintrégen.
Man nehme | $ {0,1,...,m} an, so dass sich solche Matrizen von den oben be-
schriebenen Bandmatrizen unterscheiden. Bleibt diese Struktur bei der LR —Zerlegung
erhalten? Fiihren Sie einen Beweis oder geben Sie ein Gegenbeispiel an.

Aufgabe 7. (Cholesky—Zerlegung)

Berechnen Sie die CholeskyZerlegung LL T der Matrix

4 2 12 14
2 2 11 4
'1 17 18

A=y
14 4 18 57

und 16se damit das lineare Gleichungssystem AX = b mit b = (14, 20,! 7, 66)T.

Aufgabe 8. (Positive Definitheit)

Fiir welche oo™ R ist

4 I'1 0
A=|l1 174 «
0 « 4

positiv definit?



