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¬Ubungsblatt 1. Abgabe amMontag, 29.10.2007 .

Aufgabe 1. (Umrechnung Zahldarstellung)

a) Schreiben Sie die Bin¬arzahl 101010 als Dezimalzahl.

b) Schreiben Sie die HexadezimalzahlA4E2 als Dezimalzahl.

c) Schreiben Sie die Dezimalzahl 698 als Oktalzahl.

d) Schreiben Sie die Hexadezimalzahl 54A7 als Bin¬arzahl und als Oktalzahl.

e) Welcher arithmetischen Operation entspricht im b-adischen Zahlensystem das Ver-
schieben der Zi! ern einer Zahl nach links, also

(zn! 1zn! 2 . . . z1z0)b→ (zn! 1zn! 2 . . . z1z0 0)b?

Welcher entspricht die Verschiebung nach rechts?

(10 Punkte)

Aufgabe 2. (b-Komplementdarstellung)

a) Schreiben Sie die Dezimalzahl−34 in Zweierkomplementdarstellung mit n = 8 und
n = 16 Zi ! ern.

b) Gegeben sei eine Zahl (zn! 1zn! 2 . . . z1z0)K 2 in Zweierkomplementdarstellung mit n
Zi! ern. Wie sieht dieselbe Zahl aus, wenn (n + 1) Zi ! ern f¬ur das Zweierkomplement
zur Verf¬ugung stehen? Unterscheiden Sie zwischen positiven und negativen Zahlen
und beweisen Sie Ihre Antwort.

c) Schreiben Sie die Dezimalzahl−34 in Zehnerkomplementdarstellung mit n = 3 Zif-
fern.

(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Festkommazahlen) Ein Ð zugegeben etwas primitiver Ð Rechner stellt
reelle Zahlen im Festkommaformat mit einem Byte dar. Dabei werden ein VorzeichenÐ
Bit, vier Bits vor dem Komma und drei Bits hinter dem Komma verwendet. Somit haben
Zahlen im Rechner die Form

z = ( −1)s
7!

i =1

di · 2i ! 4

a) Welche Darstellung haben die Zahlen 7.25 und -5.625?

b) Wie viele verschiedene Zahlen k¬onnen in obigem Format dargestellt werden?

c) Geben Sie die maximal und minimal darstellbaren Zahlenzmax und zmin sowie die
betragsm¬a§ig kleinste Zahl an.

1



d) Nicht darstellbare Zahlenx im Bereich [zmin , zmax ] werden auf die n¬achste darstellbare
Zahl z gerundet. Dabei tritt ein (absoluter) Rundungsfehler eabs := |x−z| auf. Relativ
zu |x| (d.h. prozentual) ist dieser Fehler deÞniert alserel := |x! z|

|x | . Geben Sie den

absoluten und den relativen Rundungsfehler bei der Darstellung der Zahlx = 1
3 an.

e) Bestimmen Sie den maximalen absoluten und relativen Rundungsfehler f¬ur reelle
Zahlen im Bereich [zmin , zmax ].

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Gleitkommazahlen) Wir betrachten nun einen Rechner mit Gleitkom-
maarithmetik, der einen deutlich geringeren maximalen Rundungsfehler aufweisen soll.
Gleitkommazahlen haben die Form

z = ±m · b±e

mit Mantisse m, Exponent e und Basis b. Beispiel:

0.000031 = 0.31 · 10! 4 = 3 .1 · 10! 5.

Die durch f¬uhrende Nullen entstehenden Mehrdeutigen sind unerw¬unscht, daher einigen
wir uns auf die normalisierte Darstellung

m = 0 .m1 m2 m3 . . . mt mit m1 #= 0 .

Nur f ¬ur z = 0 erlauben wir, dass alle Zi! ern mi = 0 sind. Wir stellen nun die Man-
tisse in Bin¬ardarstellung b = 2 dar. Ausserdem verwenden wir t = 3 Zi ! ern f¬ur die
Nachkommastellen. Damit ist unsereRechner-Gleitkommadarstellung gegeben durch

z = ±.m1 m2 m3 · 2e

wobei m1 = 1 und m2 sowie m3 entweder 0 oder 1 ist. Ausserdem verwenden wir als
Spezialfall

±0 = ±.000· 20.

Als Exponent erlauben wir nur e = −1, e = 0 und e = 1 (schreiben Sie daf¬ur nur 2! 1, 20

bzw. 21).

a) Geben Sie alle darstellbaren, nichtnegativen Gleitkommazahlen an (das Vorzeichen
vernachl¬assigen wir).

b) Sie werden feststellen, da§ dieAbstände zwischen aufeinanderfolgenden Gleitkomma-
zahlen stark variieren. Markieren sie alle darstellbaren Zahlen auf einem Zahlenstrahl.

c) Zur Darstellung einer belieben reellen Zahlx verwenden wir wieder die n¬achstgelegene
Gleitkommazahl. Geben Sie den absoluten und den relativen Rundungsfehler bei der
Darstellung der Zahlen x = 8

5 und x = 3
16 an.

(10 Punkte)
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Übungsblatt 2. Abgabe am Montag, 5.11.2007 .

Aufgabe 1. (Gleitkommazahlen)

Wir statten einen Rechner mit einer Zwei-Byte (16 Bit) Gleitkommaarithmetik

± (1.m1 m2, . . . )2 á2e

aus. Die Zahldarstellung hat ein Vorzeichenbit, ist normalisiert und die 1 vor dem Komma
wird nicht gespeichert (hidden Bit). Für die Zahl 0 wird das Bitmuster 000 . . . 0 speziell
verwendet. Der Exponent soll im Bereich −7 ≤ e ≤ 7 möglich sein und wird — wie in
der Vorlesung — in Exzess- (Bias-) Darstellung gespeichert. 1Außer der Spezialbehand-
lung für die 0 soll nur noch die spezielle Exponentenbitfolge ẽ = 0 zur Kennzeichnung
von ”Underflow“ reserviert werden — sie steht also nicht für die Zahldarstellung zur
Verfügung.

a) Welche Darstellung haben die Zahlen 13, 42.125 und 0.8? Für den Fall, daß eine Zahl
nicht exakt darstellbar ist, werden die überzähligen Stellen einfach abgeschnitten.

b) Ermitteln Sie die zu der Bitfolge

1 | 01101011100 | 1101

gehörige Dezimalzahl.

c) Wie viele Zahlen können in diesem Gleitkomma–Format dargestellt werden? Die Bit-
kombinationen für Underflow seien zu vernachlässigen.

d) Geben Sie die größte darstellbare Zahl zmax, die kleinste darstellbare Zahl zmin sowie
die betragsmäßig kleinste Zahl z̄ #= 0 an. Geben Sie jeweils auch die zugehörigen
Bitmuster an.

(9 Punkte)

Aufgabe 2. (Fehlerfortpflanzung)

Wir wollen nun die Fortpflanzung von Fehlern bei der Durchführung der vier arithme-
tischen Grundoperationen (+,−, á, / ) betrachten. Die Zahlen x und y seien mit Fehlern
! x und ! y behaftet, wobei | ! x

x | und | ! y
y | weit kleiner als 1 seien.2 Zeigen Sie, daß selbst

bei exakter Rechnung (also ohne weitere Rundungsfehler) für die relativen Fehler der
Ergebnisse die folgenden Aussagen gelten:

a)
(x + ! x) + (y + ! y)− (x + y)

x + y
=

x
x + y

á
! x
x

+
y

x + y
á

! y
y

b)
(x + ! x)− (y + ! y)− (x − y)

x − y
=

x
x − y

á
! x
x
− y

x − y
á

! y
y

1Erinnerung: Bei der Exzessdarstellung speichert man die Zahl ẽ := e + |emin| + 1.
2Man schreibt dies üblicherweise als | ! x

x | ! 1
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c)
(x + ! x) · (y + ! y) − (x · y)

x · y ≈ ! x

x
+

! y

y

d)
(x + ! x)/(y + ! y) − (x/y)

x/y
≈ ! x

x
− ! y

y

e) Falls der relative Fehler des Ergebnisses sehr viel gr¬o§er ist, als der relative Fehler
der Eingabedaten, so spricht man von Ausl¬oschung. In welchen der obigen F¬alle kann
Ausl¬oschung auftreten?

Hinweis: Das
Ó
≈Ò hei§t hier, dass die sehr kleinen Produkte! x · ! y weggelassen werden

k¬onnen.

(9 Punkte)

Aufgabe 3. (Rundung)

a) Zeigen Sie, da§ die folgenden Ausdr¬ucke mathematisch¬aquivalent sind:

• ((a + b)(a− b))2

• (a2 + b2)2 − 4(ab)2

• (a2 − b2)2

b) Seien nuna = 106 +1 und b = 106−2. Multiplizieren Sie damit obige Ausdr¬ucke aus.
JedesZwischenergebnis, das nicht mit 10 Dezimalstellen dargestellt werden kann, soll
auf 10 Stellen gerundet werden.

c) Berechnen Sie jeweils den relativen Fehler der Resultate (2 g¬ultige Zi" ern gen¬ugen).
Was ist der Grund f¬ur dieses Verhalten?

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Rekursion)

Gegeben sei die Folge (yi )i∈N mit yi =
1
e

1∫

0

exxi dx.

a) Zeigen Sie die Absch¬atzungen

1
e(i + 1)

< yi <
1

i + 1
und yi+1 < yi .

b) Zeigen Sie die Rekursionsformel

yi+1 + ( i + 1) yi = 1 .

Damit lassen sich also die Integraley0, y1, . . . , yk auf zweierlei Weise berechnen:

yi+1 := 1 − (i + 1) yi Vorw¬arts mit i = 0 , 1, 2, 3, . . . , k − 1

yi−1 :=
1− yi

i
. R¬uckw¬arts mit i = k, k − 1, k − 2, . . . , 1

falls Startwerte y0 bzw. yk bekannt sind.

c) Anstelle der exakten Startwerte y0 bzw. yk seien gen¬aherte Startwerte ÷y0 bzw. ÷yk

gegeben. Entsprechend resultieren obige Rekursionen in gen¬aherten Werten ÷yi . Wie
lauten die absoluten Fehler! yi = yi − ÷yi bei Vorw¬arts- und R¬uckw¬artsrekursion in
Abh¬angigkeit von ! y0 bzw. ! yk?

(12 Punkte)
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¬Ubungsblatt 3. Abgabe am Montag, 12.11.2007.

Aufgabe 1. (Vermeidung von Auslöschung)

Wir haben gelernt, daß mit ”Auslöschung“ eine inakzeptable Vergrößerung des relati-
ven Eingabefehlers bezeichnet wird. Ferner haben wir gelernt, daß die Hauptquelle für
Auslöschung die Subtraktion von betragsmäßig nahezu gleich großen Zahlen ist.
Schreiben Sie folgende Ausdrücke so um, daß für die angegebenen Argumente Auslöschung
vermieden wird.

a) 3
√

1 + x− 1 für x ≈ 0

b) 1! cosx
sin x für x ≈ 0

c) 1
x!

"
x2! 1

für x$ 1 (Erinnerung: d.h. x wesentlich größer als 1)

d) x3
! x

x2! 1 −
1
x

"
für x$ 1

Hinweise: Durch Erweiterung mit geeignet gewählten Termen a
a mit a %= 0 können Dif-

ferenzen wegfallen. Beachten Sie auch die Identität cos2 x + sin2 x = 1.

(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Stabilitätsanalyse)

Seien Maschinenzahlen a1, . . . , an gegeben und sei f(a1, . . . , an) =
# n

i =1 ai zu berechnen.
Der Computer habe die Maschinengenauigkeit eps. Nach jedem Zwischenergebnis muss
gerundet werden, sodaß die tatsächliche Implementierung mit

f (a1, . . . , an) = (á á á((a1 ! a2) ! a3) ! á á á) ! an

gegeben ist.

a) Zeigen Sie, daß f rückwärts stabil ist, d.h. betrachten Sie

f (a1, . . . , an) = f(a1(1 + ! 1), . . . , an(1 + ! n))

und zeigen Sie, daß diese relativen Eingabefehler ! i sich wie |! i | ≤ Ceps mit einer von
ai unabhängigen Konstanten C abschätzen lassen.

b) Rechnen Sie nach, daß f vorwärts stabil ist, d.h. zeigen Sie, daß

$
$
$

f (a1, . . . , an)− f(a1, . . . , an)
f(a1, . . . , an)

$
$
$≤ C(a1, . . . , an) eps

mit einem geeigneten Koeffizienten C gilt.

c) Zeigen Sie, daß für den absoluten Fehler zwischen f und f gilt:

| f (a1, . . . , an)− f(a1, . . . , an)| ≤ eps
n%

i =1

|n− i + 1| |ai |

1



d) In welcher Reihenfolge sollte summiert werden, um den Fehler zu minimieren?

Kleine Terme der Größenordnungen eps2, eps3, . . . sollen vernachlässigt werden.

(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Kondition)

Sei y = f(x) die Lösung eines Problems mit reeller Eingabe und Ausgabe. Bestimmen
sie die absoluten und relativen Konditionszahlen für

a) f(x) = x,

b) f(x) = 3
!

x, x " 0,

c) f(x) = 1/x,

d) f(x) = ex,

e) Geben Sie für a) bis d) jeweils an, für welche x die Funktionsauswertungen qualitativ
gut bzw. schlecht konditioniert sind.

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Programmieraufgabe)

Schreiben Sie ein C-, C++ - oder Java–Programm, das die Werte y0, y1, . . . , yk aus
Aufgabe 3 des letzten Zettels für k = 30 mittels der dort diskutierten Rekursionen
berechnet. Verwenden Sie als Startwert für die Vorwärtsrekursion den exakten Wert

y0 =
e # 1

e

und als Startwert für die Rückwärtsiteration die Werte

yk =
1
2

!
1

e(k + 1)
+

1
k + 1

"
und yk = 106,

also das arithmetische Mittel der Abschätzungen oben und einen vollkommen schlechten
Wert. Stellen Sie die Ergebnisse tabellarisch dar und beurteilen Sie sie im Hinblick auf
Aufgabe 3(c) des letzten Zettels.
Ein Beispielprogramm in der Sprache C ist auf der Vorlesungshomepage
http://wissrech.ins.uni-bonn.de/teaching/algmath/ws07 i
einzusehen. Das Programm errechnet die ersten Algorithmen aus der Vorlesung und de-
monstriert dabei, wie man z.B. mit einer for-Schleife durch die Zahlen i = 0, 1, 2, 3, 4, . . .
vorwärts oder rückwarts iteriert.

Achtung: Die Bearbeitung der Programmieraufgabe ist Voraussetzung zur Klausur-
zulassung!
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Übungsblatt 4. Abgabe am Montag, 19.11.2007 .

Aufgabe 1. (Zwei–Term–Rekursion)

Für n = 0, 1, 2, . . . seien die Integrale

yn :=
1∫

0

xn

x + a
dx

für exakt gegebenes a > 0 gegeben.

a) Man leite die Rekursion

y0 = ln(1 + a)− ln a,

yn =
1
n
− a yn! 1 n > 0,

her.

b) Man interpretiere yn als Funktion des Startwerts y0. Wie lautet dann die Konditi-
onszahl dieser Funktion?

c) Welche Konditionszahl hat die Formel y0(a)?

(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Drei–Term–Rekursion)

Sei zu festem j ∈ N0 jeweils die Drei–Term–Rekursion

gj,k = ak gj,k ! 1 + bk gj,k ! 2 + δj,k , k = j, j + 1, j + 2, . . .

mit den Startwerten
gj,j ! 2 = gj,j ! 1 = 0

gegeben. Dabei seien ak, bk ∈ R fest und

δj,k =

{
1 j = k

0 j #= k
.

Zeigen Sie: Für die inhomogene Drei–Term–Rekursion

pk = ak pk! 1 + bk pk! 2 + ck, k = 1, 2, 3, . . .

mit den Startwerten
p0 = c0, p! 1 = 0

gilt die Darstellung

pk =
k∑

j =0

cj gj,k , k = 0, 1, 2, . . . .

1



(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Orthonormalpolynome und DreiÐTermÐRekursion)

Es sei f¬ur Funktionen f, g : [a, b] → R das Integral

〈f, g 〉 :=

b∫

a

ω(x)f (x)g(x)dx (1)

mit Gewichtsfunktion ω : (a, b) → R+, und a < b gegeben.1 Weiterhin sei

Πk =
{

αkxk + αk−1xk−1 + . . . + α1x + α0

}

der Raum der Polynome vom Grad kleiner oder gleichk mit Koeffizienten αj ∈ R.
Die Elemente einer Folge von Polynomen{Pk}k ⊂ Πk vom exakten2 Grad k hei§en
Orthonormalpolynome ¬uber [a, b] bez¬uglich der Gewichtsfunktion ω, falls gilt

〈Pi, Pj〉 = δij =

{
1 i = j

0 i &= j.
(2)

Dann kann man auch f¬ur jedes p ∈ Πk eindeutige Koeffizienten γj ∈ R Þnden, so da§
p =

∑k
j=0 γjPj .

Zeigen Sie:
Die Folge von Orthonormalpolynomen{Pk} ⊂ Πk erf¬ullt die DreiÐTermÐRekursion

αn+1 Pn+1(x) = ( x − βn) Pn(x) − αn Pn−1(x), n = 1 , 2, . . .

αn = 〈x Pn−1, Pn〉, βn = 〈x Pn, Pn〉

mit den Startwerten P−1 = 0, P0 = 1qR b
a w(x) dx

.

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (DreiÐTermÐRekursion)

Durch 〈f, g 〉 :=
∫∞
0 e−x f (x)g(x) dx ist ein Skalarprodukt auf C[0,∞) gegeben.

a) Zeigen Sie per Induktion, da§〈1, xk〉 =
∫∞
0 e−x xk dx = k! gilt.

Hinweis: Nutzen Sie partielle Integration.

b) Gegeben sei die DreiÐTermÐRekursion

αn+1 Pn+1(x) = ( x − βn) Pn(x) − αn Pn−1(x), n = 1 , 2, . . .

f¬ur Orthonormalpolynome {Pn}, die bez¬uglich 〈·, ·〉 orthonormal sind (vgl. ( 2)). Als
Startwerte seienP−1 = 0 und P0 = 1 gegeben, die Koeffizienten sind durch

αn = 〈x Pn−1, Pn〉, βn = 〈x Pn, Pn〉

festgelegt.

Berechnen SieP1, P2, P3 und P4.

c) Stellen Sie das Polynomp(x) = 1
2x3− 4x2 + 5 als Linearkombination der Pi dar, d.h.

bestimmen Sie dieγk der Darstellung

p(x) =
4∑

k=0

γk Pk(x).

(10 Punkte)

1〈f, g 〉 ist ein Skalarprodukt auf C[a, b].
2Exakt Grad k hei§t, da§ ! k #= 0
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Übungsblatt 5. Abgabe am Montag, 26.11.2007 .

Aufgabe 1. (Christoffel–Darboux)

Sei {pn} eine Folge reeller Orthogonalpolynome und

pn(x) = (Anx + Bn)pn−1(x) ! Cnpn−2(x), n > 0,

ihre dreigliedrige Rekursionsformel mit Cn = An/A n−1, A0 = A1, p−1 " 0. Man beweise
die Formel von Christoffel–Darboux für n # 0:

n!

k=0

pk(x)pk(y) =
1

An+1

pn+1 (x)pn(y) ! pn(x)pn+1 (y)
x ! y

für x $= y

(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Asymptotische Laufzeitnotationen)

Zur Geschwindigkeits- und Speicherverbrauchsanalyse bei Algorithmen verwendet man
die Notationen

O(g(n)) := {f : N % N |&c > 0 und &n0 ' N mit f (n) ( c · g(n) ) n # n0},

o(g(n)) := {f : N % N | ) c > 0 &n0 ' N mit f (n) ( c · g(n) ) n # n0},

Ω(g(n)) := {f : N % N |&c > 0 und &n0 ' N mit f (n) # c · g(n) ) n # n0},

Θ(g(n)) := O(g(n)) * Ω(g(n)).

Wenn bspw. die Anzahl der Rechenschritte eines Programms durch f (n) in Abhängigkeit
der Eingabegröße n gegeben ist, bedeuten obige Definitonen

f (n) = O(g(n)): auf jedem Rechner benötigt man maximal irgendeine Konstante mal g
Rechenschritte (spätestens ab einem gewissen n).

f (n) = o(g(n)): Die Laufzeit von f hat echt kleinere Größenordnung als g (man könnte
schreiben O(f (n)) < O(g(n)) + f (n) = o(g(n))).

f (n) = Ω(g(n)): man braucht mindestens c·g(n) Rechenoperationen (untere Schranke).

f (n) = Θ(g(n)): wegen f (n) = O(g(n)) braucht f maximal c̄ · g Schritte und wegen
f (n) = Ω(g(n)) braucht f minimal c · g Schritte.

a) Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Führen Sie einen Beweis.

1. n6 = O(2n)

2. log(n + 1) = O(log n)

3. 42n3 + 13n2 + 2n + 500 = O(n3)

4. 42n3 + 13n2 + 2n + 500 = o(n2)

5. g(n) = o(f (n)) impliziert f (n) + g(n) = Θ(f (n))

1



6. n15

3n = O(1)

7. f (n) = ! (g(n)) impliziert g(n) = ! (f (n))

b) Sortieren Sie die folgenden Funktionen bezüglich ihrer Größenordnung, d.h. geben Sie
eine Reihenfolge g1, . . . , gk an mit gi = " (gi+1). Geben Sie dabei an, wenn mehrere
gi dieselbe Größenordnung haben (d.h. wenn gi(n) = ! (gj(n))).

2log(n), (
!

2)log(n), n2, (log(n))!,
(

3
2

)n

, n3,

log2(n), log(n!), 2(2n), n
1

log(n) , 2log(n), 2
!

2 log(n),

104, en, 2n, n log(n), 22n+1
, n!

(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Programmieraufgabe: Merge–Sort)

Implementieren Sie den Merge–Sort–Algorithmus aus der Vorlesung in C oder C++. Als
Eingabe sollen Arrays des Types signed int akzeptiert werden. Folgende Anforderungen
soll Ihr Programm erfüllen:

1. Vor jedem Divide–Schritten soll das Array ausgegeben werden, um Ergebnisse
leichter zu verifizieren.

2. Das Programm soll beliebige Arrays von n = 2k Zahlen, k " N, sortieren können.
Beliebige n " N ist praxisrelevanter, aber nicht gefordert.

3. Die Laufzeitanforderungen dürfen nicht größer als O(n log n) sein. Dasselbe gilt
auch für den Speicherverbrauch.

Wenden Sie Ihre Implementierung auf die Zahlenfolge
503 087 512 061 908 170 897 275 653 426 154 509 612 677 765 703
an und geben Sie das Resultat inklusive Quellcode ab. Die Abgabe kann auch per Mail
erfolgen.

Hinweise:

¥ Um beliebig große Arrays zu speichern, benötigt man dynamische Speicherverwal-
tung. Auf der Vorlesungswebseite unter

http://wissrech.ins.uni-bonn.de/teaching/algmath/ws07 i

finden Sie erläuterte Beispiele, wie dies in C mit calloc () und free () bzw. in C++
mit vector durchgeführt werden kann.

¥ Es ist möglich, Merge–Sort mit lediglich 2 Arrays mit jeweils Größe n durch-
zuführen. Tatsächlich geht es sogar mit noch weniger. Freiwillige können sich gerne
daran versuchen.

2
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Übungsblatt 6. Abgabe am Montag, 3.12.2007 .

Aufgabe 1. (Suchperformance)

Sei f(n) die maximale Anzahl von Vergleichen bei der sequentiellen Suche nach einem
Wert a in einem unsortierten Array A1, . . . , An der Größe n. Das Array enthalte kein
Element doppelt.

a) Zeigen Sie, dass im Mittel f(n) = ! (n). Dabei sei die Reihenfolge, in der Elemente
des Arrays auftauchen, gleichverteilt.

b) Falls das Eingabearray der Größe nach sortiert wäre, könnte man auch binäre Suche
durchführen. Binäre Suche nach a in einem sortierten Array mit n Elementen prüft
(a < An/2?) und wird dann ggf. rekursiv auf A1, . . . , An/2 aufgerufen. Andernfalls
wird es rekursiv für An/2+1, . . . , An aufgerufen. Falls n = 1, wird (a = A1?) geprüft
und ggf. terminiert. Zeigen Sie, daß binäre Suche f(n) = O(log n) viele Vergleiche
benötigt.

c) Nun soll nach mehreren Werten a1, . . . , ak mit k < n in einem unsortierten Array
gesucht werden. Es kann dabei durchaus sein, daß k von n abhängt, z.B. k = k(n) = n

2 .
Geben Sie das k(n) an, ab dem eine Sortierung des Arrays gefolgt von k binären
Suchen asymptotisch schneller ist als k lineare Suchen auf dem unsortieren Array1.

(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Graphen)

Wir betrachten den folgenden gerichteten Graphen, in dem↔ für eine Doppelkante steht
(d.h. Kurzform für je eine Kante vom Knoten und eine Kante zum Knoten).

..1

.2

.3

.4
.5

.6 .7

.8.9

a) Geben Sie alle einfachen Pfade von Knoten 1 zu Knoten 8 sowie von Knoten 8 zu
Knoten 1 an.

b) Eine Tabelle der nebenstehenden Form nennt man Ad-
jazenzmatrix, wenn als Eintrag Gij jeweils ‘1’ für ”es
existiert eine Kante von Knoten i zu Knoten j“ und ent-
sprechend ‘0’ für ”es existiert keine Kante von i zu j“
steht.
Geben Sie die Adjazenzmatrix für obigen Graphen an.
Geben Sie auch die Adjazenzmatrix an, wenn alle Kan-
ten ungerichtet wären.

1 2 3 . . . 10
1
2
3
...

10

1Gehen Sie dabei davon aus, da§ Sortieren inΘ(n log n) ist, bin ¬are Suche in Θ(log n) und lineare
Suche in Θ(n).

1



c) Gehen Sie nun davon aus, daß alle Kanten ungerichtet sind. Geben Sie die maximale
Anzahl Kanten an, die entfernt werden können, sodaß die Anzahl der Zusammen-
hangskomponenten immer noch gleich bleibt. Zeichnen Sie auch den zugehörigen
Graphen.

d) Zeichnen Sie einen Graph mit Knoten 1, 2, . . . , 9, der die folgende Adjazenzmatrix
besitzt.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 1
2 1 1 1
3 1
4 1
5 1 1
6 1 1
7 1 1 1 1
8 1
9 1 1

Muss der Graph gerichtet gezeichnet werden oder kann er auch ungerichtet sein?

(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Bäume)

In der Vorlesung wurde nachgewiesen, daß für die mittlere Höhe eines Binärbaums mit
genau 2 Söhnen in jedem inneren Knoten die Abschätzung

H(T ) ! log2(! (T )) (1)

gilt, wobei ! (T ) die Anzahl der Blätter des Baumes T ist.
Zeigen Sie, daß (1) auch für beliebige Binärbäume (mit wenigstens einem Knoten) gilt.
HINWEIS: Es gibt eine einfache Lösung, welche eine Transformation eines gegebenen
Binärbaums T in einen Binärbaum T̃ mit genau 2 Söhnen in jedem inneren Knoten
benutzt.

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Programmieraufgabe: Quicksort)

Implementieren Sie den Quicksort–Algorithmus aus der Vorlesung, d.h. verwenden Sie
als Pivot–Element immer das erste in der zu sortierenden (Teil-) Liste.
Wie auch für die letzte Programmieraufgabe sollen Arrays von dynamischer2 Länge des
Typs signed int akzeptiert werden.
Wenden Sie Ihre Implementierung auf die Zahlenfolge
503 087 512 061 908 170 897 275 653 426 154 509 612 677 765 703
an und geben Sie das Resultat inklusive Quellcode ab. Die Abgabe kann auch per Mail
erfolgen.

2Es sei daran erinnert, da§ auf der Vorlesungswebseite Hinweise zur dynamischen Speicherverwaltung
einzusehen sind.

2
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¬Ubungsblatt 7. Abgabe am Montag, 10.12.2007.

Aufgabe 1. (Tiefensuche/Breitensuche)

a) Geben Sie die Besuchsreihenfolge der Knoten an, wenn in folgendem Graphen mit
der angegebenen Adjazenzliste eine Tiefensuchebeginnend in Knoten v2 durchgeführt
wird, wobei nur die von v2 erreichbaren Knoten besucht werden. Skizzieren Sie zudem
den DFS-Graphen.

b) Geben Sie die Besuchsreihenfolge der Knoten an, wenn in folgendem Graphen mit der
angegebenen Adjazenzliste eine Breitensuche beginnend in Knoten v1 durchgeführt
wird, wobei nur die von v1 erreichbaren Knoten besucht werden. Skizzieren Sie zudem
den BFS-Graphen.

..v1

.v2

.v3.v4

.v5

.v6

.v7

..v1

.v2

.v3

.v4

.v5

.v6

.v7

.v3 .v6 .v2 .

.v3 .v4 .

.v6 .

.v5 .

.v6 .

.v7 .

.v5 .

(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Zusammenhang)

Sei ! (G) die Anzahl der Zusammenhangskomponenten eines ungerichteten Graphen G =
(V, E) und e ∈ E. Sei ferner G′ = (V,E′) mit E′ = E \ { e} derselbe Graph ohne Kante e.
Zeigen Sie:

a) ! (G) ≤ ! (G′) ≤ ! (G) + 1

b) ! (G) = ! (G′)⇔ e liegt auf einem Zyklus.

(10 Punkte)

1



Aufgabe 3. (Topologische Ordnung)

Eine topologische Ordnung eines gerichteten Graphen G = (V, E) ist eine Ordnung der
Knoten V = {v1, ..., vn}, so daß für jede Kante e = (vi, vj) ∈ E die Relation i < j gilt.
Zeigen Sie, daß ein gerichteter Graph eine topologische Ordnung genau dann hat, wenn
er azyklisch ist.

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Knotengrad)

Zeigen Sie, daß für jeden ungerichteten Graphen G = (V, E) die Anzahl

|{v ∈ V
∣∣ |post(v)| ist ungerade}|

gerade ist.

(10 Punkte)

2
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Übungsblatt 8. Abgabe am Montag, 17.12.2007 .

Aufgabe 1. (Ungeraden Grades)

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und u, v ∈ V die einzigen Knoten ungeraden
Knotengrades1 in G. Zeigen Sie, daß ein Weg von u nach v in G existiert.

(10 Punkte)

Aufgabe 2. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit n = |V | ≥ 3 Knoten. Zeigen
Sie, daß dann folgende Aussagen gelten:

a)

|E| =
1

n− 2

∑

v∈V

|E′(v)|.

Dabei sei G′(v) = (V ′(v), E′(v)) derjenige Graph, der aus G durch Streichung von v
sowie allen an v anliegenden Kanten entsteht.

b) Falls nun n > 3 und |E| > n2

4 gilt, so gibt es einen Knoten v ∈ V , so daß G′(v) mehr
als (n−1)2

4 Kanten hat.

c) Falls G mehr als n2

4 Kanten hat, so gibt es in G ein Dreieck (d.h. einen Kreis der
Länge 3).

(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Zusammenhang)

Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph. Dann bezeichnen wir mit G = (V,E) den
Komplementgraph von G, in dem zwei Knoten genau dann durch eine Kante verbunden
sind, wenn sie es in G nicht sind.
Zeigen Sie, daß gilt ”G ist zusammenhängend oder G ist zusammenhängend“.

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Hamiltonkreise)

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein Hamiltonkreis in G ist ein Kreis, der jeden
Knoten v ∈ V genau einmal enthält. Ein ungerichteter Graph, der einen Hamiltonkreis
enthält, heißt hamiltonscher Graph.

a) Geben Sie jeweils einen hamiltonschen Kreis für die Graphen G und G′ an.
1Für einen ungerichteten Graphen ist der Knotengrad für v ! V definiert als |post(v)|.

1
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.

.

. .

.

.

.

. .

.

.G′

b) Gegeben sind zwei hamiltonsche GraphenG1 = ( V1, E1) und G2 = ( V2, E2). Sei
(v1, w1) eine Kante aus dem Hamiltonkreis vonG1 und (v2, w2) eine Kante aus dem
Hamiltonkreis von G2.

Zeigen Sie: Der Graph

G = ( V1 ! V2, E1 ! E2 ! { (v1, v2), (w1, w2)} )

ist hamiltonsch.

(10 Punkte)

2
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WeihnachtsÐ ¬Ubungsblatt Abgabe im neuen Jahr

Hinweis: Die Abgabe dieses Blatt ist freiwillig; es geh¬ort nicht zu den regul¬aren Bearbei-
tungsbl¬ocken. Die gewonnenen Punkte werden als Ausgleich f¬ur Fehlbetr¬age angerechnet.

Aufgabe 1. (Dijkstra)

Gegeben sei der folgende ungerichtete GraphG = ( V, E) mit gewichteten Kanten.
..a

.b

.c

.d

.e

.f

.g

.h

.i

.j

.k

.l

.9

.6
.2

.1

.2

.5

.3

.8

.3

.18

.19

.21

.4

.2
.9

.1

.1

.10
.6

.2

.7

.5

.2

a) Berechnen Sie mittels des DijkstraÐAlgorithmus schrittweise die Abst¬ande von a zu
allen anderen Knoten.

b) Geben Sie einen k¬urzesten Weg vona nach l an.

(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Zusammenhang)

Zeigen Sie: Ein ungerichteter GraphG = ( V, E) mit |E | >
! |V |! 1

2

"
ist zusammenh¬angend.

(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Mittlere Baumh ¬ohe)

Gegeben ist ein nichtleerer BaumT , dargestellt durch Zeiger von jedem Knoten zu
dessen S¬ohnen. Entwerfen Sie einen Algorithmus, der

a) die H¬ohe H (T ) von T

b) die mittlere H ¬ohe H (T ) von T

in Zeit O(n) berechnet und jeden Knoten vonT h¬ochstens einmal besucht.

Eingabe: Ein Zeiger auf den Wurzelknoten vonT .

1



Ausgabe: Die Anzahl der Knoten1 n sowie die berechneten WerteH(T ) und H(T )

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Starker Zusammenhang)

Wenden Sie Algorithmus 5.27 aus der Vorlesung auf folgenden Graphen an, um die
starken Zusammenhangskomponenten zu bestimmen.

..v1

.v2

.v3

.v4

.v5 .v6

.v7
.v8

.v9 .v10

Eingabe: Der angegebene Graph in Adjazenzlistendarstellung. In der Adjazenzliste zu
einem Knoten v ! V seien die Knoten sortiert. Beispielsweise ist der Eintrag zuv2

durch die Listenreihenfolgev2 "# v3 "# v7 "# v8 "# v9 bestimmt.

Ausgabe: Die Zuordnung comp: V # {1, . . . , C} mit der Zahl der starken Zusam-
menhangskomponentenC $ 1 sowie die Anzahl der Knoten pro Zusammenhangs-
komponente. Geben Sie ausserdem die zugeteilten Nummernψ(v) an (vgl. die
DeÞnition in Algorithmus 5.27).

(10 Punkte)

..

. . .

. . . . .

. . . . . . . . .

.

Wir w ¬unschen eine frohe und
gesegnete Weihnachtszeit!

1n ist vor Start des Algorithmus nicht bekannt

2
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Übungsblatt 10. Abgabe amMontag, 14.1.2008.

Aufgabe 1. (Ein Codebuch)

Die Nachricht

babbbaabba

soll mit dem Codebuch
Text Code L¬ange
a 00 2
b 010 3
ba 0110 4
bb 0111 4
abb 1 1

codiert werden. Ein Beispiel f¬ur eine m¬ogliche Codierung mit Gesamtl¬ange 20 ist:
ba bb ba a bb a

0110 0111 0110 00 0111 00
Finden Sie eine Codierung mit minimaler Gesamtl¬ange. Erl¬autern Sie hierzu kurz, wie
Sie dieses Problem mit Hilfe der Graphentheorie l¬osen k¬onnen und berechnen Sie eine
L¬osung.
Hinweis: Entwerfen Sie einen geeigneten gewichteten Graphen und formulieren Sie die
Aufgabe als k¬urzesteÐWegeÐProblem.

(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Hyperw¬urfel)

Der n-dimensionale Hyperw¬urfel H(n) = ( V, E) ist ein wie
folgt deÞnierter ungerichteter Graph:

¥ Die Knoten sind Bitfolgen der L¬angen,

V := { b1 á á ábn |bi ! { 0, 1}} .

¥ F¬ur p, q ! V gilt ( p, q) ! E genau dann, wennp und q
sich an genau einer Stelle unterscheiden.

Rechts ist beispielhaft derH(2) dargestellt.

..00

.01

.10

.11

a) Zeichnen Sie den dreidimensionalen Hyperw¬urfel H(3) und geben Sie einen hamil-
tonschen Kreis1 f¬ur H(3) an.

b) Zeigen Sie mittels vollst¬andiger Induktion: f ¬ur n " 2 ist H(n) hamiltonsch.

1Wiederholung: Ein Hamiltonkreis in einem ungerichteten Graphen ist ein Kreis, der jeden Knoten
genau einmal enth¬alt. Ein Graph mit einem Hamiltonkreis hei§t hamiltonscher Graph (vgl. Blatt 8).

1



(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Ein Spielbrett)

Gegeben sei das folgende Spielbrett, das aus mit Zahlen markierten Feldern besteht.

4 6 2 12
9 3 7 4
6 7 12 5

In einem Spielzug dürfen Sie eine Figur um genau ein Feld entweder in senkrechter
oder in waagerechter Richtung verschieben. Sind x und y die Zahlen der Felder eines
Spielzuges, so ist der Aufwand für diesen Spielzug gleich (x ! y)2.
Wie müssen Sie Ihre Figur bewegen, so dass Sie mit möglichst geringem Gesamtauf-
wand (Aufwandssumme) von der linken oberen Ecke in die rechte untere Ecke gelangen?
Berechnen Sie mithilfe der Graphentheorie eine Lösung.

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Kürzeste Wege mit negativen Gewichten)

Berechnen Sie durch Anwendung des Moore–Bellmann–Ford–Algorithmus von Knoten 1
aus kürzeste Weg zu allen anderen Knoten.

.

.1

.2

.3

.4

.5

.6 .7

.8

.9

.2

.1 .6

.3

.! 2
.2

.4
.1

.5

.! 1

.1

.3

.1

.4

.1

.6

Geben Sie dazu als Ausgabe eine Tabelle an, in der zu jedem Knoten sein Vorgänger sowie
die Distanz von 1 aus verzeichnet ist. Der Vorgänger zu Knoten 2 ist beispielsweise 1
mit Distanz 2.

(10 Punkte)
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¬Ubungsblatt 11. Abgabe am Montag, 21.1.2008.

Aufgabe 1. (Flussnetzwerke)

..a .d .g

.b .e .h

.c .f .i

.t.s

.4

.10

.8

.5

.7

.7

.5

.5

.5

.5

.4

.7

.7

.6

.4

.6

.5

.6
.3

.3

.5

.10

a) Berechnen Sie für das oben stehende Flussnetzwerk einen Maximalfluss f . Die an-
gegebenen Zahlen geben die Kapazität der jeweiligen Kante an. Begründen Sie den
Maximalfluß. Zu jedem Schritt sollen die augmentierten Wege angegeben werden.

b) Geben sie einen Schnitt minimaler Kapazität an.

(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Programmieraufgabe: verlinkte Listen)

Gegeben sei folgender C-Programmcode.

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>

struct list {
int value;
struct list* next;

};
struct list* push_front( struct list* first, int value );
struct list* pop_front( struct list* first );

int main(int argc, char** argv) {
struct list* a = NULL;
struct list* tmp = NULL;

a = push_front( a, 3 );

1



a = push_front( a, 5 );
a = push_front( a, 10 );
a = push_front( a, -1 );
a = push_front( a, 20 );
a = push_front( a, 25 );
a = push_front( a, 40 );

for( tmp = a; tmp != NULL; tmp = tmp->next )
printf( "%d-> ", tmp->value );

printf("\n");

while( a != NULL ) {
a = pop_front( a );
for( tmp = a; tmp != NULL; tmp = tmp->next )

printf( "%d-> ", tmp->value );
printf("\n");

}
return 0;

}

Implementieren Sie die Funktionen push_front() und pop_front() derart, dass

¥ push_front(a,i) ein neues Listenelement i vorne an die Liste a anfügt und

¥ pop_front(a) das erste Element der Liste a entfernt.

Der Rückgabewert soll jeweils ein Zeiger auf das (dann neue) erste Element der Liste sein.
Beachten Sie, dass Speicher für Listenelemente struct list mit calloc() alloziiert
bzw. mit free() freigegeben werden muss.
Hinweise zur Verwendung von Zeigern, Funktionen und structs finden Sie in der Li-
teratur oder auf dem Hinweisblatt ”Programmierhinweise: struct s, Funktionen und
Zeiger“ auf der Vorlesungswebseite.

(20 Punkte)

Aufgabe 3. (Ford–Fulkerson)

Gegeben sei folgendes Netzwerk mit Fluss f :

..v1 .v2 .v3 .v4

.s

.t

.0|s

.σ|s

.0|s

.0|σ

.0|s

.σ|s

.σ|σ .0|1

.0|s

Dabei sei σ =
!

5" 1
2 und s = 1

1" σ
1. Der gegebene Fluss resultiert beispielsweise aus dem

Nullfluss durch Augmentierung entlang des Wegs π = s, v3, v2, t. Zeigen Sie, dass es eine
Folge von augmentierten Wegen π1, π2, π1, π3, π1, π2, π1, π3, . . . gibt, so dass der Ford–
Fulkerson–Algorithmus nicht terminiert. Dazu beachte man, dass σn = σn+1 + σn+2

gilt.

(10 Punkte)
1Anmerkung: s =

P∞
k=0 ! k = 1

1−σ ist der Wert der geometrischen Reihe der ! .
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Übungsblatt 12. Abgabe am Montag, 28.1.2008 .

Hinweis: Dieses Übungsblatt zählt nicht mehr zur Klausurzulassung.

Aufgabe 1. (Bipartite Graphen I)

Zeigen Sie, dass jeder ungerichtete Graph G = (V, E) einen bipartiten Subgraphen
H = (V, E′), E ′ ⊆ E , mit |E ′| ≥ |E |/ 2 enthält.
Hinweis: Wie würde ein Algorithmus eine Knotenpartition finden, bzw. eine gegebene
verändern?

Aufgabe 2. (Bipartite Graphen II)

a) Zeigen Sie, dass ein ungerichter Graph genau dann bipartit ist, wenn er keine Kreise
ungerader Länge enthält.

b) Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph, dessen Knoten alle genau k ≥ 1 Nachfolger
haben, d.h. |post(v)| = k für alle v ∈ V . Sei weiterhin V = X ∪ Y, X ∩ Y = ∅ eine
Bipartition von G. Zeigen Sie, daß |X | = |Y | gilt.

Aufgabe 3. (Normen)

a) Skizzieren Sie die Einheitskugeln im R2 für die Normen ‖·‖∞, ‖·‖2 und ‖·‖1.

b) Zeigen Sie die Abschätzungen

‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤
√

n‖x‖2, ‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞

für alle x ∈ Rn.

c) Zeigen Sie anhand geeigneter Beispiele, dass die Abschätzungen unter (b) scharf sind,
dass also die ”≤“–Relationen nicht durch ”<“ ersetzt werden können.

Aufgabe 4. (Matrixmultiplikation)

a) Seien n ∈ N und A, B ∈ Rn×n Matrizen. Bestimmen Sie, wie viele elementare Addi-
tionen und Multiplikationen reeller Zahlen zur Berechnung des Produkts C := AB
mit der gewöhnlichen Summenformel notwendig sind. Drücken Sie die benötigte Zeit
für die Matrixmultiplikation mit der O(·)-Notation aus.

b) Sei nun n eine Zweierpotenz, also n = 2m mit m ∈ N. Strassen1 schlug folgendes
Verfahren vor: Zerlege A und B in jeweils vier n

2 ×
n
2 -Matrizen

A =
(

A11 A12

A21 A22

)
, B =

(
B11 B12

B21 B22

)
.

1V. Strassen, Gaussian elimination is not optimal, Numerische Mathematik, 13:354–356 (1969).

1



Berechne damit die sieben Hilfsprodukte

P1 = ( A11 + A22)(B11 + B22) P5 = ( A11 + A12)B22

P2 = ( A21 + A22)B11 P6 = ( A21 ! A11)(B11 + B12)

P3 = A11(B12 ! B22) P7 = ( A12 ! A22)(B21 + B22).

P4 = A22(B21 ! B11)

Dann gilt
(

A11 A12

A21 A22

)(
B11 B12

B21 B22

)
=

(
P1 + P4 ! P5 + P7 P3 + P5

P2 + P4 P1 + P3 ! P2 + P6

)
.

Damit reduziert sich die Zahl der Multiplikationen kleinerer Matrizen von acht auf
sieben gegen¬uber dem naiven Verfahren, w¬ahrend die Zahl der Additionen gestiegen
ist. Dieses Verfahren wird nun rekursiv zur Berechnung der sieben kleineren Pro-
dukte angewandt. Zeigen Sie, da§ die ben¬otige Zeit T (n) (d.h. Anzahl elementarer
Additionen und Multiplikationen) f ¬ur die Multiplikation zweier n " n-Matrizen der
Rekurrenzrelation

T (n) = 7 T
(n

2

)
+

9
2
n2, T (1) = 1

gen¬ugt. Folgern Sie daraus, da§ die Matrixmultiplikation nach Strassen die Komple-
xit ¬at O(nlog2 7) # O(n2.807) besitzt.

c) Zeigen Sie, da§Ω(n2) eine untere Schranke f¬ur die Komplexit ¬at der Matrixmultipli-
kation ist.

Bemerkung: Der derzeit beste bekannte Algorithmus zur Matrixmultiplikation stammt
von D. Coppersmith und S. Winograd2 und besitzt die Komplexit ¬at O(n2.376).

2D. Coppersmith, S. Winograd, Matrix Multiplication via Arithmetic Progressions, Journal of Sym-
bolic Computation, 9:251–280 (1990).
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Aufgabe 1. (LR-Zerlegung)

Zeigen Sie:

a) Sind R1, R2 ∈ Rn! n rechte obere Dreiecksmatrizen, so ist auch das ProduktR1R2 eine
rechte obere Dreiecksmatrix. SindL1, L2 ∈ Rn! n linke untere Dreiecksmatrizen mit
normierter1 Diagonale, so ist auch das ProduktL1L2 eine linke untere Dreiecksmatrix
mit normierter Diagonale.

b) Ist R ∈ Rn! n eine rechte obere Dreiecksmatrix vollen Ranges, so ist auchR" 1 ei-
ne rechte obere Dreiecksmatrix. IstL ∈ Rn! n eine linke untere Dreiecksmatrix mit
normierter Diagonale, so hat auchL vollen Rang und L" 1 ist eine linke untere Drei-
ecksmatrix mit normierter Diagonale.

Aufgabe 2. (LRÐZerlegung)

Berechnen Sie dieLRÐZerlegung der Matrix

A =





3 −1 5 −2
−3 4 −1 7
−12 10 −11 16

3 5 17 2



 .

Aufgabe 3. (LRÐZerlegung II)

a) Berechnen Sie dieLRÐZerlegung von

A =




1 1 1
1 3 3
1 5 9



 .

b) Bestimmen Sie det(A) mit Hilfe der LRÐZerlegung aus a).

c) Berechnen SieA" 1 durch L¬osen der Gleichungssysteme

Lyk = ek, Rxk = yk, k = 1 , 2, 3.

Dabei sind e1, e2 und e3 die Einheitsvektoren desR3.

1Normierte Diagonale hei§t l ii = 1.

1



Aufgabe 4. (LR –Zerlegung zur Lösung von Gleichungssystemen)

Lösen Sie mit dem Gau§schen Algorithmus mit Spaltenpivotisierungdas Gleichungs-
system 



0 ! 4 0 3
6 ! 2 3 4

! 6 6 ! 3 ! 6
12 4 ! 2 8



 ·





x1

x2

x3

x4



 =





2
! 7
3

! 6





Geben Sie L , R und die ggf. benötigte Permutationsmatrix P an.

Aufgabe 5. (Diagonaldominanz)

Eine Matrix A = (aij )i,j " Rn×n heißt strikt diagonaldominant, falls gilt

|aii | >
∑

j =1 ,...,n
j "= i

|aij | für alle i = 1, . . . , n.

Zeigen Sie: Ist A eine strikt diagonaldominante Matrix, so ist die Gaußelimination ohne
Pivotsuche durchführbar, und die bei jedem Teilschritt entstehende Matrix A(i ) ist wieder
strikt diagonaldominant.

Aufgabe 6. (Bandmatrizen)

a) Eine Matrix A = (aij )ij " Rn×n heißt Bandmatrix mit der Bandbreite 2m + 1, falls
gilt:

|i ! j | > m # aij = 0.

Zeigen Sie, dass die LR –Zerlegung die Bandstruktur erhält, d.h. falls A eine Band-
matrix mit Bandbreite 2m + 1 ist, so sind auch L und R Bandmatrizen dieser Band-
breite.

b) In Anwendungen treten oft Matrizen auf, bei denen bis auf die Hauptdiagonale und
wenige Nebendiagonalen alle Einträge verschwinden, also Matrizen mit

|i ! j | $"I # aij = 0.

Dabei indiziert I % N die (Neben–)Diagonalen mit nichtverschwindenden Einträgen.
Man nehme I $= {0, 1, . . . , m} an, so dass sich solche Matrizen von den oben be-
schriebenen Bandmatrizen unterscheiden. Bleibt diese Struktur bei der LR –Zerlegung
erhalten? Führen Sie einen Beweis oder geben Sie ein Gegenbeispiel an.

Aufgabe 7. (Cholesky–Zerlegung)

Berechnen Sie die Cholesky–Zerlegung LL T der Matrix

A =





4 2 ! 2 ! 4
2 2 ! 1 4

! 2 ! 1 17 18
! 4 4 18 57





und löse damit das lineare Gleichungssystem Ax = b mit b = (14, 20, ! 7, 66)T .

Aufgabe 8. (Positive Definitheit)

Für welche α " R ist

A =




4 ! 1 0

! 1 17/ 4 α
0 α 4





positiv definit?
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